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; v d, // d,, m(MKL) = x, m(KLP) =y
. ' " olmak Gzere
x+y=180°"| dir.
y p
L e
ispat:
—d
| l ic ters agi 6zelliginden
m(MKL) = m(KLN) = x dir.
= |x +y=180°| elde edilir.
P
—» d,
P
K X : > d e P
d,//d,, m(PKL) =x, m(KLM) =z,
m(LMN) =y  olmak iizere
L
: . x+y=z| dr.
M § > d

L noktasindan gegcenve d, //d,//d,
olacak sekilde bir d, dodrusu
cizilirse i¢ ters acgi dzelliginden

X+y=2z I elde edilir.




Bir Giggenin i¢ acilarinin élclileri toplami 180° dir.

ispat:

il
o

»d. ABC bir tggen, d, // d, ,
i¢ ters agi 6zelliginden
y'=y ve z'=z dir
y'+x+2z =180°

Xx+y+z =180°
elde edilir.
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Bir tiggenin dis agilarinin éigileri toplami 360° dir.

ispat:

ABC bir tiggen,

x+y+z=180 (1)
k+x=180 ..(2)
m + z =180 ...(3)
n+y=180 ..(4)

(1),(2),(3),(4) denklemieri taraf tarafa (2) + (3) + (4) - (1) islemlerine
sokulursa

k+m+n =360°| elde edilir.




Bir ticgende bir dis aginin élglsi, kendisine komgu olmayan
iki ig aginin Olglleri toplamina esittir.

ispat:

A ABC bir Uggen,
x+y+z =180 ...(1)
t+z =180 ...(2)

(1),(2) denklemleri taraf tarafa
(1) - (2) islemine sokulursa

x+y-t =0

= | x+y =t | elde edilir.

Bir Uggende ayni kdseye ait i¢ agiortay ile dis agiortay birbirine diktir.

ispat:

ABC bir icgen,
[DC] ve [CF] agiortay,

2x + 2y =180
= x+y=90 = |[DC] L [CF]| elde edilir.




Bir tiggende iki i¢ agi ortay arasinda kalan ag¢i « ise

ABC bir tggen, [DC] ve [BE] agiortay,
m(BFC) = «

dir.

2x + 2y + m(A) = 180

m(A)
X+y+ 5 =90 ..(1)

Xx+y+a=180 .(2)

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa (2) - (1) islemlerine sokulursa

A m(A
m{2A] =490 = | a=90"+ f?}

elde edilir.

0 =




ABC ve BDC uggen, [DB] ve [DC]
aciortay, m(BDC) = o ise

dir.

ispat:

m(A) + (180 - 2x) + (180 - 2y) = 180
— m(A)-2x -2y =-180

=5 # -x-y=-90 ..(1)

ve x+y+0a=180 -(2)

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa
toplanirsa

m(A)
o+ 5 =90
A
= a=90°- m—;—) ra—




ABC ve DBC lggen, [DB] ve [DC]
acitortay, m(BDC) = o ise,

D

= — dir.

v

x m(A)

2y=m(A)+2x = y=x+ 2 w1} (bkz @ )

ve y=x+o ...(2)

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa (1) - (2) islemine sokulursa

0= o o | 6= | edeedir

2 2




Bir ikizkenar Giggenin taban agilarinin ol¢ileri birbirine esittir.

ispat:

ABC bir ikizkenar tcgen ve |AB| = |AC|
olsun.

Ucgende (kenar,kenar,kenar)
benzerliginden hareketle

ABC ~ ACB dir.

= [m(ABC) = m(ACB) | elde edilir.

Bir eskenar Gg¢genin tim i¢ acilan birbirine esit ve 60° dir.

ispat:

ABC bir eskenar licgen ve
m(ABC) = o olsun.

Uggende (kenar,kenar,kenar)
benzerliginden hareketle

ABC ~- BCA ~ CAB dir.

= |a = m(ABC) = m(BCA) = m(CAB)
30 =180
= | a = 60° | elde edilir.




ABC bir Gggen, [AH] L [BC],
m(HAN) = &, [AN] ABC iicgeninin

A kdsesine ait aginin agiortay,
olmak tzere

. ImB)-m(C)|

dir.
B H M c 2
ispat:
20+ x+2z2=90 =41
x+y=90 ..(2)

H- M C
(1) ve (2) denklemileri taraf tarafa (1) - (2) islemine sokulursa
y-2z

20+42-y=0 = 2a=y-z = o=

Seklimize gore yikseklik aciortayin solunda kalmaktadir.
Budurumda 2a+z-y=0 = 2a+z=y denklemindeny>z

oldugu anlasihyor.
Eger ylkseklik aciortayin sag tarafinda olsaydi z > y olacakti ve

Z-y
Q=% olacakti.
Iki durumu da tek denklemde toparlamak istersek
i m(B) - m
N < (P~ S ... 1'2 (S]] —




PISAGOR BAGINTISI

Bir dik iicgende dik kenar uzunluklarinin kareleri toplami,
hipoteniistin uzunlugunun karesine esittir.

B
ABC bir iicgen, [AB] L [AC], |AB|=c¢c
|AC|=b,|BC|=a ise
a
a az = b‘? + (;2 dir.
[+]
|9 b A

b ABCD bir kare,

EAF, FDG, GCH, HBE tggenleri benzer
Uggenler ve benzerlik oranlar 1
oldugundan es licgenlerdir. Dolayisiyla
¢ EFGH bir kenar a birim olan bir karedir.

C
ABCD karesinin alanini hesaplamak istersek
A(ABCD)=(b+c)* ..(1) dir
Ayni zamanda A(ABCD) = 4.%.c.b +a’ .(2) dir
(1) ve (2) denkelemlerinden
(b+c)= 4.%.c.b +a° = b’+2cb+c’=2cb+a’

= |b*+c'=a’ elde edilir.




Bir dik iggende hipoteniislin uzunlugu, hipoteniise ait kenarortay
uzunlugunun iki katidir.

A
ABC bir dik ticgen,
[AD] kenarortay olmak iizere
2.|AD| = |BC| dir.
B ' D ' c

[AB] dik kenarina paralel bir [DF] dogru pargasi gizelim.

Bu durumda benzerlikten ACB ~ FCD dir. =- |CF| = |FA| olur
ve paralellikten m(D?C] = 90° olur.

Bu durumda ADF ve CDF 6zdes tg¢genler olup |AD| = |DC| bulunur.

—. | 2|AD|=BC|| elde edilir.

10



Bir ikizkenar dik Gigkende dar agilarin élgllerinin her biri 45° dir.
Dik kenarlar a birim ise hipoteniis ay/2 birimdir.

seklindedir.

ispat:

20+90=180 = |a=a5

Pisagor bagintisi geregince (bkz@® )
b‘=a’+a’ = b’=2a" = b=tav2

b uzunluk oldugundan b=ay2 | elde edilir.

11



ABC bir Uggen, [AB] L [BC],
|AB| = a, m(BCA) = 30° birim ise

|AC| = 2a

ve ||BC| = a4/3| birimdir.

[AB] kenarinin uzunlugu a birim olsun ve B kdsesinden hipoteniise
[BC] kenariyla 30° agI yapacak sekilde bir [BD] dogru pargasi

cizelim.

BDA eskenar liggen ve BDC ikiz kenar (¢genleri elde edilir.

Bu durumda

IAC| = 2a

Pisagor bagintisi geregince (bkz® )

= 4a°=a’+|BC[

(2a)* = a* + |BC|*

= |BC[’=3a" =

elde edilir.

IBC| = ay/3| elde edilir.
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& ABC bir dik ticgen, [AB] L [BC],
75
e [BH] L [AC], |BH| =h,
h m(ACB) = 15° ise
15" IBH|=h J_pﬁ dir.
B c 4

B kdsesinden hipoteniise, [BC] dik kenari ile 15° a¢I yapacak
sekilde [BK] dogru pargasi gizilirse, ABK ve BCK ikizkenar
Ug¢genleri elde edilir.

BK| = % alinirsa

|AK| = |CK| = BK| = > ve |AC|=x olur. (bkz@®)

BKH dik Ui¢ggeni dikkate alinirsa h= % bulunur. (bkz@®)
e x _JAG -
= ||IBH|=h= 3 elde edilir.
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A ABC bir dik iggen, [AB] L [BC],
a%s G [BH] L [AC], |BH]| = h,
: m(ACB) = 22,5° ise
[AC] | ..
> BH|=h=——| dir.
| 225 , |BH| 22
ispat:

B kdsesinden hipoteniise, [BC] dik kenari ile 22,5° a¢i yapacak
sekilde [BK] dogru pargasi cizilirse, ABK ve BCK ikizkenar
tc¢genleri elde edilir.

|BK]| = % alinirsa
|AK| = |CK]| = |BK| = % ve |AC|=x olur. (bkz@®)

X
H dik i dikkate al = —F= A
BKH dik Gg¢geni dikkate alinirsa h N bulunur. (bkz@® )

AC
= |[|BH|=h= 0] elde edilir.

X
T 22 242
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OKLID BAGINTILARI

ABC dik bir iggen, [AB] L [AC], [AH] L [BC],

ve a,b,c,h,p,.k sirasiyla bulunduklari kenarlarin uzunluklarini
gostermek lUzere

a) |ah=cb

o [ I
d) He b2+tf ir.

15



ispat:

a) ABC lggeninin alanini hesaplamak istersek

A(ABC)=3.cb  ayni zamanda A(ABC) = 7.h.a

= %.c.b = %.h.a = |a.h=c.b

b) ABH ~ CBA dir

ABI _IBHI _ o _p -
C8l BB < =% = l<=ps

ACH ~ BCA dir

|AC| _ |CH] b _ k - -
BC| [CAl ~ a"p = E=ka

IBH| _|AH| _ p _

c) ABH ~ CAH dir. = m—IC—Hl B

L -
k:>h p.k

d) Pisagor bagintisindan a*=b*+c¢* ..(1) (bkz@®)
ve a) ozelliginden a.h =bc dir == a’h*=b’c® ...(2) dir.
(2) denkleminde a* ifadesi yerine b* + ¢* yazilirsa

‘4 1 b* ¢’
(b*+Ah*=b’c" = # = %;EE— = = + o

= |L=21 4+ 1| elde edilr.
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. ABC bir liggen,

[AD], [BE], [CF] kenarortay,

G, kenarortaylarin kesim noktasi
olmak lzere

|GD| _ IGE| _ |GF| _ 1
IAG|  |BG] |CG] 2

dir.

F ve E noktalarini birlestiren bir [FE]
dogru pargasi gizelim.

IAFI _ IAE]
IFB| ~ |EC]

[FE]// [BC] dir. (THALES)

oldugundan

ve AFE ~ ABC dir = L’EE! = ‘J*EEI‘ = l dir
= |AB| |BC| 2 )
. |IFE| _ IGE] .
ve FGE ~ CGB dir |"B_C_| =GB dir.
Lidlen, PR ustuk = —===—= = dir,
BC| = 2 ; [BC| ~ [GB| ~ 2

Ayni yontemle hareket edilerek

IGD| _ IGE| _ |GF| _ 1 elde edilir
IAG| _ [BG| _[CG| 2 oo
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ABC bir t¢gen,

[AD], [BE], [CF] kenarortay,
G, kenarortaylarin kesim noktasi
olmak tizere

A
F /K E
AD
M |KG| = LS.J dir.
B D c

ispat:
A
|AF] _ |AE] y
. r< . FB[ ~ [EC| oldugundan
[FE] // [BC] (THALES)
B AR TR c
|FE| _ |IGD| _ |GE| _ |GF] _ 1

1 .
| e, N1 = = =— dir. (bkz
IBC| 2 e IAG| |BG| |CG] 2 ( D)

; KG| 1
GBD ~ GEK oldugundan ISH| JKS| dir. = K&l _ 1 gir. wil(1)

|BG| ~ |GD| |GD| 2
|GD _1 oldugundan @ - ! dir 2
jAG| "2 O Apj -3 9 @

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa carpilirsa

KG| _ 1 _|AD| y
AD| -6 = ||KG| = m elde edilir.
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ABC bir iiggen, m(ACB) > m(ABC), [AD] kenarortay,
IBC| = a birim, |DH| = x birim olsun. Bu durumda

¢’ -b’=2.a.x| dir

ispat:

ABH dik Gicgeninde pisagor bagintisindan (bkz® )

c'=h"+(z+xf ..(1)

ACH dik liggeninde pisagor bagintisindan

b*=h’+(5-x) ..(2)

(1) denkleminden (2) denklemi, taraf tarafa ¢ikartilirsa
¢ b= (24 xF- (2-x)

= c’-b=(5+x+2-x).(3+x-3 +x)=2.ax

= |¢’ - b* = 2.a.x| elde edilir.
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ABC bir iiggen, Va ABC Uggeninin [BC] kenarina ait kenarortay!

olmak tizere

2
b* + ¢* =2V, + 5

ispat:

dir.

ABC tiggenin [BC] kenarina ait yliksekligi olan [AH] dogru pargasini
cizelim. |JAH| = h, |DH| = x olsun.

20



ABH dik Uicgeninde pisagor bagintisindan (bkz®)
c2=h2+(§+x}?‘ (1)

ACH dik tiggeninde pisagor bagintisindan
b’=h’+(5-x (2

(1) denklemiyle (2) denklemi, taraf tarafa toplanirsa

2 H
b’+c*=2h"+ 7 +ax+x’ + 5 -ax +x’

= I:)2+t:2=2h2+23-u:2+~24i

S b+ =2 +x)+E  ..(3)

ADH dik tiggeninde  V?=h’+x dir. h®+ x’ degeri

(3) denkleminde yerine yazilirsa

b'+c*=2V2+2 | ..(4) elde edilr.

Benzer sekilde
a’+b*=2V7:+ % -(5) ve a'+c’=2V}+ -g-r

esitliklerinin varlig1 da gosterilebilir.

Ayrica (4),(5),(6) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

3@ +b°+c)) =4V +V, +V7)| elde edilir

21
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ABC bir dik ticgen [AB] L [AC], |AB|=c, |AC|=b, |BC|=a,
V., V., V. kenarortay olmak lzere

BVAP=V7 + V7 dir

ispat:
Kenarlar a,b,c ve kenarortaylar V,,V,,V. olan bir iggende
3@ +b +c) =4V +V +V]) (1) dir (bkzed)
Diger yandan 2V,=|BC|=a ..(2) dir. (bkz@®)
ve Pisagor bagintisindan ¢ +b*=a* ..(3) dir. (bkzé®)
(3) denklemindeki ¢’ + b* degeri (1) denkleminde yerine yazilirsa
3@ +a’) =4V, +V, +V,))

= Ba" =4V +V +V7) = 3@ =2V +VS+V7) ..(4)
(2) denklemindeki a degeri (4) denkleminde yerine yazilirsa

32V.) =2V +VS +V) = 6V =V +V +V/

= |5V,’ =V, +V?| elde edilir.
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ABC bir iggen, |BN| =m, |NC| = n,
[AN] ic aciortay olmak lizere

c b
E = .-n-J dir.
b n
B m N n C
ispat:
»
R
[
c b
~
B m N n C
‘l. ""’b
Yo ..-"
K
'd, #' Il
d,

[AB] kenarina paralel ve C noktasindan gegen bir d, dogrusu gizelim
ve [AN] nin (izerinden gegen bir d, dogrusu gizelim ve d, ile d, nin
kesigtikleri noktaya da K noktasi diyelim.

m(BAN) = m(CAN) = « diyelim. Bu durumda ig ters agi 6zelliginden
m{ARC) = o olur. AKC i¢geni ikizkenar iggen olur,

=> |CA| =|CK|=b dirve ABN ~ KCN olur,

|AB| _ [BN|

c aga
ol S ool = | = elde edilir.
ICK| |CN| b

L,
n
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ispat:

ABC bir Gicgen, [AN] dis agiortay

IBCl=m ve

L.
c

n

m+n

m(CAN) = m(LAN) = « olsun.
[AB] ye paralel bir [KC] (Ke [AN]) gizilirse icters agi 6zelliginden

ICN|=n ise

dir.

m(KﬁL} = m{ARC} = a olur ve ACK ikizkenar Gggen olur ve
|[KC| = b olur ve NKC ~ NAB dir.

NKC ~ NAB

s LS
AB] ~ INBJ

c  m+n

24

elde edilir.



COSINUS TEOREMI

ABC bir G¢gen, m(BﬁuC] = q
|AB| =c, |AC| =b, IBC|=a ise

a‘’=b’+c’-2bc.cosal| dir

ABC bir Gicgen, m{BﬁC} = a olsun.

1) o <90° olsun.

Birbirlerine dik olacak sekilde, [BH] ve [CH] dodru pargalarini cizelim
(A,B,H noktalari dogrusal).

CH
AHC dik G¢geninde sina = ITl = |CH| = b.sina
|AH|

ve  COSa T = |AH| = b.cosa

= |BH| = |AH| - |AB| = b.cosa-c  dir.
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CBH dik tiggeninde Pisagor bagintisi uygulanirsa (bkz@® )
a’ = (b.sina)’ + (b.cosa - ¢)’
= b’sin’a + b’cos’a - 2bc.cosa + ¢
= b*(sin“e + cos’a) + ¢” - 2bc.cosa

= |a’=b’ + ¢’ - 2bc.cosa| elde edilir.

2)
ABC bir tggen, m{BﬁC} = o olsun.

a > 90° olsun.

o [180-0

c b A H

Birbirlerine dik olacak sekilde, [AH] ve [BH] dogru pargalarini gizelim
(C,A,H noktalari dogrusal).

BH
AHB dik G¢geninde  sin(180-a) = sina = l—c-l = |BH| = c.sinc
H|

ve cos(180-a) = -cosa = 5 = |AH| = -c.cosu

= |CH| = |CA| + |AH| = b + (-c.cosa) = b - c.cosa  dir.
CBH dik Uggeninde Pisagor bagintisi uygulanirsa  (bkz@® )

a’ = (c.sina)’ + (b - c.cosa)’
= ¢’sin“a + b’ - 2bc.cosa + ccos’ o
= ¢’(sin‘a + cos’a) + b’ - 2bc.cosn

= |a’=b’ + ¢’ - 2bc.cosa| elde edilir.
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ABC bir Uggen, [AN] i¢ agiortay,
|AB| = ¢, |AC| = b, |BN| =m,
INC| =n, |[AN|=x ise

x*=b.c-m.n| dir.

ispat:

m(BAN) = m(CAN)=a  olsun.

ABN Uc¢geninde cosinls teoremi uygulanirsa (bkz @ )

. m’-c¢’-x°
m°=c¢" +x -2.cXx.cosa = Coso = — 5~ -41)

ANC iicgeninde cosiniis teoremi uygulanirsa

n’-b*-x*
n“=b’+x*-2bxcosa = cosa= - TR -(2)
(1) ve (2) denklemlerinin esitliginden
m’-c-x* n*-b*-x m-c-x* n’-b*-x*

2cx -2bx i c - b

= bm’-bc’ - bx’ = cn’ - cb® - cx’
= x(b-c)=b.c(b-c)-(n"c-m’b)
= x(b-c)=b.c(b-c)-nm(nc/m-mb/n) ..(3)

lc agiortay teoremi geregince (bkz @)

cC_m m.b _ ne .- .
B =R = —p-=C Ve m-b dir.

Bu degerler (3) denkleminde yerine yazilirsa
x'(b - ¢) = b.c(b - ¢) - n.m(b-c)

= [¥*=b.c-n.m| elde edilir.
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ABC bir tggen, [AN] dis agiortay,
|AB| = c, |AC| = b, |BC| = m,
|ICN|=n, |JAN|=x ise

x*=n(m+n)-bc| dir

ispat:

m(CAN)=m(LAN)=a  olsun.
ACN lg¢geninde cosinls teoremi uygulanirsa (bkzé@)

o eron e e Y
n"=b +x-2bxcosa = cosa="5p '

ABN lggeninde cosinis teoremi uygulanirsa
(m+n)y-c¢-x°

2.C.X

-.(2)

(m+n)=c"+x-2.cxc0s(180-a) = cosa =
(1) ve (2) denklemlerinin esitliginden

n-b*-x*  (m+nf-c’-x ™ n’-b’-x* (m+n)-c’-x’

2bx 2.c.X -b c

= cn -cb’-cx’ =-b(m + n)’ + bc” + bx’
= x(b +c¢) = [b(m + n)* + cn’] - be(b + c)
= X(b+c)=n(m + n)[cn/(m+n) + b(m+n)/n] -bc(b + c) ...(3)

Dis aclortay teoremi geregince (bkzéd)

b _ n en - b(m+n) _ :
Eum = m'_‘l'ﬁ_b ve n =¢c dir.

Bu degerler (3) denkleminde yerine yazilirsa
x’(b + ¢c) =n(m + n)(b + c) - be(b + c)

= |¥*=n(m+n)-bc| elde edilir.
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@ STEWART BAGINTISI

ABC bir Uicgen, |AB| = p, |AC| = q,
|AK| = x, [BK|=m, |[KC|=n ise

2 2
+ .
f:gm—w-mln dln

m+n

ispat:

m(ACK) = o diyelim.

ACK lcggeninde cosiniis teoremi uygulanirsa  (bkz @)

x'=q +n -2q.n.cosa ..(1)

ACB uggeninde cosiniis teoremi uygulanirsa

p’=q’+(m+n)’ -2g(m + n).cosac  ...(2)

(1) ve (2) denklemlerinden cosa degerleri ¢ekilip birbirine esitlenirse

Ni_qz_ni‘_ pI_qE_(m_l_n}E :' xﬂ_qz-n_ pz_qﬂ-{m.'-n}
n B m+n n T m+n
n(p* - q°) ,_gm+gn+pn-q'n
RS- R e L - T &
= X=q+—mFr-mn = W= o m.n
‘m+ p° o
= x‘*:—c‘%u-m.n elde edilir.
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MENALAUS TEOREMI

A

B C by

ABC bir Giiggen, B,C,D noktalar dogrusal, d dogrusu [AB],[AC] ve
[BD] dogru pargalarini sirasiyla F,E ve D noktalarinda kesiyor ise

IDC| [BF| |AE| _
IDB| |FA| |EC|

dir.

ispat:

K noktasi d dogrusu Uzerinde olmak tzere [AB] ye paralel olacak
sekilde bir [CK] dogru pargas! gizelim. Bu durumda

(Aci,Ac1,Act) benzerliginden DKC ~ DFB ve AFE ~ CKE dir.

IKC| _ |DC]| i |IDC| |BF| _

DKC ~ DFB 1BF| - DB ID—BI'W_1 (1)
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|AF| _ |AE]| ICK| |AE| _

CK| ~ICEl ~ |AF|cE| - @)

AFE ~ CKE

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa ¢arpilirsa

|IDC| |BF] |CK] |AE] |DC| |BF| |AE| _ -
i . - = 2 . - 1 ld dll“
IDB| |KC| JAF| ICE| = ' = ||DBI [FAl [EC| oxinacm
SEVA TEOREMI
A [AD],[BE] ve [CF] dogru parcalari

ABC (ggeninin bir i¢ bdlgesindeki
bir K noktasinda kesisiyor ise

E |CD| |BF| |AE| _

DB| |FA| [EC| dir.

ispat:

Menalaus teoremi geregince  (bkz €D )

|CD| |BF| |AK] _ ’ (1)
|ICB| |FA| |[KD| ~

Yine Menalaus teoremi geregince

IBDJ |CE] |AK| _ "
IBC| [EA| TKD| 2l

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa oranlanirsa

|CD| |BF| |AE| _

IDBI'IFAI .IEcl =1 elde edilir.
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CARNOT TEOREMI

ABC {icgeninin bir i¢c noktasi P olsun.
[PF] L [AB], [PE] L [AC], [PD] L [BC],

|AF| = m, [BF| = n, [BD| =t, |DC| =k,
ICE|=x, |[EA|=y ise

m+t+x'=n"+K +y| di.

ispat:

IPD| = a, |PE| = b, |PF| = c olsun ve P noktasi ile Giggenin késelerini
birlestiren dogru pargalarini gizelim.

Pisagor bagintisindan  (bkz@® )
a’+k=b+x ..1)
a’+tf=n+c® ..(2)
c+m’=b*+y  ..(3)

(2) ve (3) denklemleri taraf tarafa toplanip (1) denklemi ¢ikartilirsa

m+tf+x'=n"+K +y| elde edilir.
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A
ABC bir tg¢gen,
IAC| = b, |BC| = a, m(BCA) = a
4 ise
A(ABC) = %a‘b.sinu dir,
B a C

ABC uggeninin A késesinden [BC] kenarina bir dikme indirelim.
Bu dikmenin uzunlugu h birim olsun.

AHC dik lGi¢cgeni dikkate alindidinda
sina = % = h=bsina ..(1)

diger taraftan Amg@}:%h.a -(2)

(1) denklemindeki h degeri (2) denkleminde yerine yazilirsa

A(ABC) = %a.b.sinu elde edilir.
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2 Kenar uzunluklan sirasiyla a, b, ¢
olan bir ABC lggeni igin,
¢ b atb+c .
= — = olmak lzere
. - N A(ABC) = vu(u-a)(u-b)(u-c) | dir.

ispat:

m{AE:B} = o Olsun.

1

sinds alan formalinden  (bkz@) A(ABC)= —a.b.sina .. (1)

2

cosinis teoremi geregince (bkz@®) c*=a’+b’-2ab.cosa

— a’+b’-¢’ : k-:|m$u dik kenar
2ab —+ hipoteniis
D pisagor teoremi geregince  (bkz¢® )

% IDEf + (8’ + b” - ¢*)* = (2ab)’

— |DE| = ¥/(2ab)’ - (a* + b* - ¢)’

o
E

az + bz _ cz F
Bu durumda
v(2ab)* - (a° + b* - ¢
sina = (=) 2{ab ) ...(2) dir.
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(2) denklemindeki sina. degeri (1) denkleminde yerine yazilirsa

v/(2ab)’ - (a* + b" - )’

A(ABC) = y)
, _2a’b’+2a’c®+2b’c’-a'-b'-c’
_ a’(b+c) - a' - (b+c)’(b-c)’ + a’(b-c)’
- 16
_ l(b+c) - a)[a” - (b-c)]

16

_ (at+b+c)(b+c-a)(a+c-b)(a+b-c)

16
_ [atb+c [at+b-c
%27 z

a+b+c a+b+c a+b+c
A R (B R

a+c-b
2

b+c-a
2

a+b+c _
2

a

= u(u-a)(u-b)(u-c)

A(ABC) = vu(u-a)(u-b)(u-c) elde edilir.
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a ABC bir ticgen,
Ucgenin icteget cemberinin yaricap
uzunlugu r ve merkezi O noktasi
olsun. o] )
AzBC =u ise
5 & A(ABC)=u.r| dir.

Icteget cemberin merkezinden ABC
tg¢geninin kenarlari olan, tedetlerin
dedme noktalarina indirdigimiz dogru
pargalar tegetlere diktir (bkz@ ) ve
boylari yarigap uzunlugu kadardir.

O noktasini iggenin kdselerine birlestiren dogru pargalarini gizelim.
|AF| = a, |BF| =b, |CD| =c dersek;

bir gembere bir dis noktadan cizilen tedet pargalarinin uzunluklari
esit oldugundan

|AF| = |AE| = a, |BF| = |BD| = b, |DC| = |CE| = ¢ olur.
A(ABC) = A(AOB) + A(AOC) + A(BOC) yazilabilir.

=1 1 b =
=3 (at+b).r + > (at+c).r + 5 (b+c).r = (a+b+c).r

C(ABC) = 2(a+b+c) ve ﬂAziclm = (atb+c)=u

= |A(ABC)=u.r| elde edilir.

36



A
ABC bir ticgen. O merkezli gcember,
ABC (i¢geninin gevrel gcemberidir,
Cevrel gemperin yarigap uzuniugu R,
|JAB| =¢c, |AC|=Db, |IBC|=a ise
Q
a.b.c :
A(ABC) = 4R dir.

D cember (izerinde bir nokta olmak tzere, O merkezli gevrel gemberin
merkezinden gegen bir [AD] dogru pargasi ¢izelim. Bu durumda

[AD] cap olur. = |AD|=2R olur.

[BD] dogru pargasini da gizelim ve ABC lggeninin [BC] kenarina ait
olan yilksekligini yani [AH] dogru pargasini gizelim. ABD lg¢geni
dikkate alinirsa, ¢gapi goren ¢evrel agi dik oldugundan m(ABD) = 90°
dir. (bkz@)

Ayni yay gbren cevre agilar da birbirine esit oldugundan

DBA ~ CHA (Agi1,AclAGI)
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|AB| _ |AD| c _2R _cb
AH Al ~h-b PR
_1 _1 ab.c
A(ABC) = 7 [BClLh = ==
_ab.c -
= |A(ABC) = AR elde edilir.

Yukseklikleri esit olan Gggenlerin alanlan orani, tabanlarinin
oranina esittir.

ispat:

IBD|=m ve |[DC|=n olsun.
A(DBA) = %m'.h ve  A(DCA)= %n.h

1
ADBA) 27" ADBA) _ m

ADCA) ~ 1., A(DCA) ~ n
2

elde edilir.
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EB| 1  |DB|

1
= : . ., ——=— (kp=0
A(ABC) =S olsun AB| = k B~ p (kp=0)
. ~s| .
ise A(EBD) = kp dir.
ispat:
A
E
E X D C
m(ABC) = « diyelim.
A(EBD}=%|EB|.|BD|.sina (1) (bkz@d)
A(ABC) = %|AB|.|CB|.sinu -(2)
(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa oranlanirsa
A(EBD) _ |[EB| |BD| S N
) =|AB|‘|CB| A(EBD) = kp elde edilir.
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ABC bir dik Giggen. O merkezli ve r yarigapl cember, ABC (icgeninin
icteget cemberi olsun. |BD| =m, |DC| =n olsun.
Bu durumda;

A(ABC)=m.n| dir.

ispat:

Cemberin merkezi olan O noktasindan, gcemberin tegetleri olan D,E,F
noktalarina dogru pargalar indirelim.

Bir cemberin merkezinden, tegetin degme noktasina indirilen dogru,
tegeti dik kestiginden (bkz@ )

[OD] L [BC], [OE] L [AC], [OF] L [AB] olur.
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Ote taraftan, gemberin bir dis noktasindan ¢izilen teget pargalarinin
uzunluklar esit oldugundan;

IBF| = |BD| =m, [DC| = |CE| =n dir.

AFDE dortgeni ele alindiginda tam késeleri dik agi ve iki ardisik
kenar uzunluklari esit oldugundan AFDE bir karedir. Bu durumda,

IAF| = |AE| = dir.

O noktasini Giggenin késelerine birlestiren dogru parcgalar gizelim.
Bu durumda ;

A(ABC) = A(BOC) + A(BOA) + A(COA) yazilabilir,
1 1 1
= A(ABC) = E{rn+n],r + E{m+r}.r + —(n+r).r
2
= %{2m+2n+2r}.r = r(m+n+r) ok ¥
ABC dik ticgeninde Pisagor teoremi uygulanirsa (bkz@®)

(Mm+r)+(n+rf=(m+n)
- mH+r+2mr+n’+r+2nr=m’+n’ + 2mn

= rm+n+r)=m.n ..(2)

O halde (1) ve (2) denklemlerinden hareketle

A(ABC) = r(m+n+r) = m.n

= |[(A(ABC)=m.n| elde edilir.
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Benzer iki Gggenin alanlarinin orani, benzerlik oraninin
karesine esittir.

ispat:

ABC ~ DEF , % =k, [|AH|=h, ve |DL|=h, olsun.

Benzer tiggenlerin karsilikh yiksekliklerinin uzunluklarinin orani,
benzerlik oranina esit oldugundan

BCl _ h, _

-E'E—Fl = h, =k olur.
AABC) = 7h.[BC|  .(1)
A(DEF) = —;_,—hz-IEFI -(2)

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa oranlanirsa

A(ABC) _ h, |BC]| A(ABC) _ v

= 1 - o, il PR elde edilir.
A(DEF) h, |EF| ) A(DEF)
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IFE| = x, |AB| =y, |DC| =2z, olsun. [AB]//[CD]//[FE] ise

x,v.Z uzunluklari arasinda 1 -

~ bagintisi vardir.
ispat:

IBF|=m ve |FD|=n olsun. Verilen paralelliklerden

CDF ~ ABF dir. z

= mEy edl)

BDC ~ BFE dir.

i
= = bt = «(2)
(1) denklemindeki n/m degeri (2) denkleminde yerine yazilirsa
AP [ .
ity ®y ™ TTPETX
= T 1 elde edilir
X y Z '
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ABCD bir paralelkenar, |BK| = x, |KF| = vy, |FE| =z, olsun.

Bu durumda x,y,z uzunluklar arasinda

x*=y.(y+2z)| badmntisi vardur.

ispat:

|AK|=m ve |KC|=n olsun.
paralellikten ters ve igters acilar yazilirsa

ABK ~ CEK ve AFK ~ CBK dir.

X m
ABK~CEK = =00 (1)

AFK ~CBK = Y=

>(3

(2)

4

(1) ve (2) denklemlerinden

X - {, = |X=y(y+2z)| elde edilr.




ispat:

= |[MK|=|BK|=y ve

(Aci,Acl, Aci) dan

G(ABC) [BC| (x+y+2)

ABC (iggeninde M noktasi, Uggenin
ic aciortaylarinin kesim noktasi,
[AB] // [MK], [AC] // [MN],

IMK| =y, IMN| =z, |[KN| =X, ise

dir.

(x +y +z)
X

G(ABC) =

M noktasi ABC Gggeninin i¢ agiortay
larinin kesim noktasi oldugundan
[BM] ve [CM] agiortaydir.

icters acidan;

m(ABM) = m(BMK) ve

m(ACM) = m(CMN) dir.

Dolayisiyla BMK ve CMN g¢genleri
ikizkenar lg¢genlerdir.

IMN| = |[CN| =z dir.
ABC ~ MKN dir.

C(MKN) ~ |KN| ~

1)

G(MKN) = (x +y + z) degeri (1) denkleminde yerine yazilirsa

G(ABC) =

X

zy

(x+y+

elde edilir.
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A
ABC bir ikizkenar Gggen.
|AB| = |AC],
[BH] L [AC], [FD] L [AC], [EF] L [AB],
E
A ise ||EF| + |[FD| = |BH|| dir.
B F c

ispat 1:

[AC] ye paralel bir [MF] dogru pargasi ¢izelim. Bu durumda
[MF] L [BH] olur. Ayrica MBF ikizkenar tg¢gen olur. (|]BM| = |MF|)

ve HNFD bir dikdértgen olur. [HN| = |DF] dir. Bir ikizkenar liggende
esit tabanlarin ylkseklikleri de esit oldugundan |EF| = |[BN| dir.

|BN| = |EF|
IBN| + |[HN| = [EF| + |FD
|HN[ = |DF]|

= ||[EF] + |FD| = |BH|| elde edilir.
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ispat 2:

A noktasini F noktasina birlegtiren bir dogru pargasi gizelim.
A(ABC) = A(ABF) + A(ACF) yazilabilir.

= A(ABC) = %|AB|.|EF| + %|AC|+|FD1 sl 1)

diger yandan
A(ABC) = %IACI-IBHl (2)
(1) ve (2) denklemlerinin esitliginden;
1 = 1|AB|IEF| + LIAC|IFD] i
EEACHBHIﬁ 2| |-IEF| + 2| |.IFD|  dir.

IAB| = |AC| oldugundan
JZ—]AC|.|BH| - %IACL{}EH + |FD))

= ||EF| + |[FD| = |BH|| elde edilir.
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ABC bir ikizkenar cgen,
|AB| = |AC|, B,C,DveA,CF
noktalari dodrusal olsun.

H Bu durumda;

IED| - IDF| = HC|| dir.

ispat:

B \/D

F
A noktasini D noktasina birlestiren bir dogru pargasi gizelim.
A(BDA) = A(ABC) + A(ACD) yazilabilir.
A(BDA) =  |ABI.IHC| + - |AC|IDF|

|AB| = |AC| oldugundan
A(BDA) = %ms;.an £DF])  ..(1)
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diger yandan
A(BDA) = ABLIED|  ..(2)

(1) ve (2) denklemlerinin esitliginden;

.%|AB|.|ED| = %IABI-(IHCI +|DF|)  dir.

= ||ED| - |DF| = |HC|| elde edilir.

Bir kenar uzunlugu a birim olan bir eskenar tiggenin alani

a’v3
4

birim karedir.

ispat:

ABC eskenar liggen oldugundan
|AB| = |BC| = |AC|=a ve
m(A) = m(B) = m(C) = 60° dir.

A(ABC) = %|AB},]AC|.sin5u (bkz @)

- 1aa¥3
_233 2

a’v/3
4

elde edilir.

= |A(ABC) =
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A Bir eskenar tggenin bir i¢ noktasindan
Uggenin kenarlarina gizilen paralellerin
uzunluklari toplami, tGggenin bir

p kenarinin uzunluguna esittir.
ABC bir eskenar tggen,
E [DP] // [AC], [EP] // [BC], [FP] // [AB]
i £ . ise |[|DP]+|EP| +|FP| = |AB|| dir.

ispat:

M noktasi [AC] lizerinde olmak Uzere, [FP] dogrultusunda [PM]
dodru parcasini gizelim.
Bu durumda ADPM bir paralelkenar olur ve |PD| = [MA| ...(1) dir.

Ote yandan MPE bir egkenar icgen olur ve |PE| = [ME| ...(2) dir.

[DP] dogrultusunda bir [PN] dogru parcasi gizersek
FPN bir eskenar tggen olur ve |PF| = |PN| ...(3) dir.

EPNC bir paralelkenar oldugundan |PN| = |[EC| ...(4) dir.
(1),(2),(3),(4) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

|PD] + |PE| + |PF| = [MA| + |ME]| + |EC]|

— [|DP| + |EP| + [FP| = |AB|| elde edilir.
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B Bir eskenar (i¢ggenin bir i¢ noktasindan
Gggenin kenarlarina indirilen dikmelerin

uzunluklari toplami, Gggenin yikekliginin
uzunluguna esittir.

ABC bir eskenar liggen olmak tzere;

IPD| + |PE| + |PF| = |AH|| dir.

P noktasini ABC eskenar liggeninin
kbselerine birlestiren dogru parcalarini
gizersek;

A(ABC) = A(ABP) + A(BCP) + A(CAP)
yazilabilir.

. A(ABC)= %[F’DI.lAEI i %lPE|.|BCi ; %lPF|.|AC|

|AB| = [BC| = |AC| oldugundan

A(ABC) = - [BCL(PD] + [PE| + IPF]) ...(1)
ote yandan

A(ABC) = [AHIIBC|  ..(2)

(1) ve (2) denklemlerinden

L1AHLIBC| = 5 [BCI(PD| + PE| + |PF)

= ||PD|] + |PE| + |PF| = JAH|| elde edilir.
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ABC bir Giggen, [AH] L [BC],
|AB| = ¢, |JAC| = b, |BP| = x, |PC| =Yy,

ise |c'+y =b’+x| dir

ispat:

|BH|=m ve |[HC|=n olsun.
PBH dik Gggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa (bkz¢® )
X=m’+|PH®  ..(1)
PCH dik Gggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa
y* =n’ + |PHF ..(2)
ABH dik ticgeninde Pisagor teoremi uygulanirsa
¢’ =m’ + |JAH[ .(3)
ACH dik Gicgeninde Pisagor teoremi uygulanirsa
b*=n’+|AH  ..(4)
(1),(2),(3),(4) denklemleri taraf tarafa (1)+(4)-(2)-(3) islemlerine girerse

X +b*-y'-c’=0 = |c*+y' =b"+x| elde edilir.
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SINUS TEOREMI

ABC uggeninin gevrel gemberinin
yaricap uzuniugu R,
|AB| = ¢, |JAC| = b, |BC| = a,

m(A) = o, m(B) =8, m (C) =0, ise

s;m ) silt}m - si?ﬁ i |
ispat:

AABC) = S besina (1)  (bkz@)

A(ABC) = %a-c-sinﬁ .(2)

A(ABC) = %a.b.sinﬂ .(3)

A(ABC) = a:;c .(4) (bkz@)
(1) ve (2) den -;-b.c.sino: = la.c.sinﬂ — sﬁm = -sitr'l[j (i)
(2) ve (3) den %a.c.sinﬁ = %a.b.sinﬂ Ei';" 5= S (i)
(3) ve (4) den %a.b.sinﬂ - aﬁf S =2R i)
(). i), Gii) den |2 = si‘; 5= S = 2R/ elde edil
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ABC bir icgen,
|IBC| = a, |AC| = b, |AB| =c,

m(ﬂ} = 2a, m{ﬁ) = q, ise

a=b’+bc | dir

ispat:
Sinilis teoremi geregince; (bkz &)
_b =_2 dir. sin2a = 2sinc.cosac  oldugundan
sinae sin2a
b a a
= = COSOL= — ik
sinae  2sina.cosa T (1)

Cosinis teoremi geregince; (bkzéD )

b?=a’+ ¢’ -2a.c.cosa dir. ..(2)
(1) denklemindeki cosa dederi, (2) denkleminde yerine yazilirsa;

2 _ .2 2 AV 2.2 a’c
b°=a +c-2a.c(2b)-a +c-—b—

:bﬂ-c2=a2(1 - %) = [b-c}{b+c}=a‘(%)

— |la®*=b’+bc | elde edilir.
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ABCD bir dértgen, [AC] L [BD],
[AC], [BD] késegen,
IAB| =c, |AD| = b, |BC| = x, |CD| = y

ise |c*+y'=b’+ x| di.

ispat:

IBK| =m ve |DK|=n olsun.

BKC dik Giggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa (bkz¢® )
X=m’+|CKF ..(1)

DKC dik tggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa
yV=n’+|CKF  ..(2)

ABK dik liggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa
¢’ =m’ + |AK[’ i 3)

ADK dik iggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa
b? = n* + |AK[* ..(4)

(1),(2),(3).(4) denklemleri taraf tarafa (1)+(4)-(2)-(3) islemlerine girerse

X+b'-y’-c’=0 = |[+y'=b"+x’| elde edilir.
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Bir paralel kenarin késegenleri birbirini ortalar.

A

c

ABCD bir paralelkenar, [AC], [BD] késegen olmak lizere

|AP| = |PC|, |BP] = |PD|

ispat:

dir.

m(ABP) = o, m(BAP) = 8, m(APB) = § diyelim. [AB] // [CD] oldugundan

icters agilardan m{CfJP) = o ve m{DﬁF‘} =3 olur, ters agidan da
m{DEC} =6 olur. Bu durumda ABP ~ CDP dir.

|AB| _ |BP| _ |AP]

ABP ~ CDP

. . IAB| _
|AB| = |CD| oldugundan 1ol =

ICD| ~ |PD| |PC|

= [|AP| =|PC|, |BP| = |PD|

dir.
IBP| _ |AP| _
1 = W =1 ve m =1

elde edilir.
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ABCD bir paralelkenar, |AB| = [DC| = a, |AD| = |BC| = b,
A(ABC)=S,, A(ADC)=S, ise @ dir.

ispat:

o)
H

b c

ABCD paralelkenarinin A kdsesinden [BC] kenarina bir [AH] dikmesi
indirelim ve [AH] =h olsun.

A(ABC) = 2hIBCl= Thb=s, (1)

A(ADC) = %h.IADl = %h.b =8 «ul2)

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa oranlanirsa;

% =1 - elde edilr.
2
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B H a Cc

ABCD bir paralelkenar, JAH| = h,, JAK| = h,, |DC| = b, |BC| = a,
ise A(ABCD)=ah,=b.h,| di.

ispat:

B H a s
[AC] kbsegenini gizersek;
A(ABC) = A(ADC) oldugundan (bkz@®)

1 O (S - - h.b
Zha = 5h, h.a = h,.

A(ABCD) = A(ABC) + A(ADC) dir.
= A(ABCD) = %ha.a + %hh.b dir. h,.a = h,.b oldugundan

A(ABCD) = %h,.a + %ha.h s g b

= |A(ABCD)=a.h, =b.h,| elde edilir.
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B b

ABCD bir paralelkenar, |AB| = |DC| = a, |AD| = b, |BC| = b,
m(BﬁD] = o ise A(ABCD) = a.b.sine| dir.

ispat:

B = b
[BD] ksegenini gizersek;
A(ABCD) =A(ABD) + A(BCD) yazilabilir.
A(ABD) = A(BCD) oldugundan (bkz@)
A(ABCD) = 2.A(ABD) ...(1)
A(ABD) = %a.b.sina 2) (bkz®)

(1) ve (2) denklemlerinden;

A(ABCD) = 2 %a.b,sinﬂ

= |A(ABCD) = a.b.sina.| elde edilir.
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B

b C

ABCD bir paralelkenar, |AB| = a, |AD| = b, |AC| =1, |BD|=¢e ise

e +F=2(a" +b?)

ispat:

dir.

B

b C

m(BAD) = o denirse m(ADC) = 180°-a olur.
BAD (iggeninde cosiniis teoremi uygulanirsa (bkzéD )

e’=a’+b’-2.ab.cosa sl 1)
ADC (icgeninde cosinlis teoremi uygulanirsa

f=a’+b*-2.a.b.cos(180-a), cos(180-a)=-cosa oldugundan

f=a’+b’+ 2.ab.cosa (2)

(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa toplanirsa;

e’+f=2(a"+b’)

elde edilir.
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B c

ABCD bir paralelkenar, [BP], [CP] aciortay ise

ispat:

m(BPC) = 90°

m(ABP) = m(CBP) = o, ve m(DEP) = m(BCP) =

[AB] // [DC] oldugundan
200+ 23 = 180° dir.
= «w+3=90" dir

BCP lggeni dikkate alindiginda
m(BPC) + o + 3 = 180° dir

= |m(BPC)=90°| elde edilir.
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o
H

ol

4

ol o\
E F

ABCD bir paralelkenar, [BE], [AF], [CG], [DH] dogru pargalari
B,A,C,D koselerinden d, dogrusuna indirilen dikmeler ise

IBE| + [DH| = |AF| + [CG|| dir.

ispat:

'
!'HI:I-
Mpyiemm ks
@F

Th
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d, dogrusuna paralel olacak sekilde [KD] ve [LM] dogru pargalar
gizelim. (K noktasi [AB] tizerinde, L noktasi [BE] tzerinde, C noktasi
[LM] tzerinde ve M noktasi [DH] Gzerinde)

Bu durumda AKD ~ BLC dir.

o BN L W b,
P = B IBL| - [BC| IBL] ~ b
= |AK|=|BL| dir. |AK| = |BL| =x diyelim.

Dikkat edilirse KPMD bir dikdértgendir ve |KP| = |DM| dir.
|KP| = |DM| =y diyelim.

Yine dikkat edilirse |LE| = |PF| = |CG| = |MH]| dir.

ILE| = |PF| = |CG| = [MH| =z diyelim.

|IBE| + |[DH| toplamina bakilacak olursa
[BE| + IDH| = (x +2z) + (y + 2) = (x +y + z) + 2 = |AF| + |CG|

= ||BE| + |DH| = |AF| + |CG]|| elde edilir.
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ABCD bir paralelkenar, P noktasi paralelkenar icinde herhangi bir
nokta olmak Gzere S,,S,,S,,S, bulunduklari Gggenlerin alanlarini
gostersin. Bu durumda,;

[5,75,=5,+5, dir.

ispat:

P noktasindan gececek sekilde [AD] dogru pargasindan [BC] dogru
pargasina bir [GH] dik dogru pargasi ¢izelim. |AB| = a, |BC| = b,
diyelim.
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A(ABCD) = (h, + h,).b (1)
Ayni zamanda;
A(ABCD)=S,+S,+S,+ S, w(2)

Ote yandan;

h..b h,.b (h,+ h,)b

81 = T ve Ss = 2 = T = 81 + 83 ’{3}
(3) denklemindeki (S, + S,) toplami (2) denkleminde yerine

yazilirsa;

(h,+ h,)b
2

(1) ve (4) denklemlerinin esitliginden

A(ABCD) = +S,+8, ..(4)

(h,+ h,)b
2

> 5,+5,= 0200 )

(h, +h,).b = +8§,+8,

(3) ve (5) denklemlerinin esitliginden

[S,+S5,=5,+S,] elde edilir.
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ABCD bir paralelkenar, E ile F noktalar sirasiyla [DC] ve [AD] dogru
parcalarinin orta noktalari olmak {izere

A(ABCD)=8 ise

A(BCE) = 3 |-|AEDF) = 5| |ABEF) = 32| dir

A(ABF) =

ispat:

IAB| = |DC| = a, |AD| = |BC| = b, m(DAB) = o olsun.

Sints alan formilinden hareketle  (bkz @)

AABCD)=absina=S = sina=_r  .(1)
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b a.b
A{ABF} = —“—'a“-'z-“Sin _4_ 5|n(1 (2:'

(1) denklemindeki sina. degeri (2) denkleminde yerine yazilirsa;

=3 = |A@BR =2 | elde edir

=
o @

A(ABF) = Z2.

A(BCE) = ! bZsina .(3)

(1) denklemindeki sinc degeri (3) denkleminde yerine yazilirsa;

ABCE) =225 =3 = |ABCE)=F | elde edili
A(EDF) = ;.%.E.smnsu a)  {sin(180-a) = sina oldugundan }
A(EDF) = a—b sinae ...(4)

(1) denklemindeki sinc degeri (4) denkleminde yerine yazilirsa;

A(EDF) = Eé—b-g = —g- = |A(EDF) = %— | elde edilir.

Simdi alanlarini buldugumuz bu {i¢ tiggenin alanlari toplamini,
paralelkenarin alanindan ¢ikartirsak BEF (i¢ggeninin alanini elde
etmis oluruz. O halde

ABEF)=s-S_.S5_S_3S

A(BEF) = —~| elde edilir.
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B c

ABCD bir paralelkenar, [AC] ve [BD] késegen, m(DE’C) = q

ACI=e ve [BD|=f ise |A(ABCD)=Slsina| dir

ispat:

B

ABCD bir paralelkenar oldugundan |AP| = |PC| = e/2 ve
|IDP| = |PB|=f/2 dir. (bkz@®)
A(ABCD) = 2.A(ABC) (bkz @) = A(ABCD) = 2[A(ABP) + A(BPC)]

Sinls alan formiliinden hareketle (bkz @)
APB ve BPC ilggenlerinin alanlar yazilirsa

A(ABCD) = 2 [i'?'ismﬁ + ‘f-—z--fsin(‘laﬂ-u)

sina = sin(180-a) oldugundan

A(ABCD) = 2(%sinu. + %‘f sinn:) = ET'fEinm

= |A(ABCD)= ET'f sina elde edilir.
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ABCD bir dikdoértgen, P noktasi
dikdértgenin bir i¢c noktasi almak
uzere,

IAPF + |PC[ = |DPF + |PBF| dir.

B C
ispat:
A D
=]
ol
B : G
e
F

[DP] ye paralel ve [DP] nin boyu kadar bir [FC] dogru pargasi gizelim.
P ve B noktalarini F noktasina birlestiren dogru pargalarini gizelim.

Bu durumda ABFP ve DPFC birer paralelkenar olur ve [PF] L [BC]

dir.Yani |AB| = |PF| = |DC]|, [AB] // [PF] // [DC], |AP| = |BF|, |PD| = |FC]|
olur. BFCP dikkate alindiginda késegenleri dik kesisen bir dértgendir.

Dolayisiyla  |BP[ + |[FCF = [BFf + |PC*  ..(1) (bkz@®)

|FC| ve |BF| nin esitleri (1) denkleminde yerine yazilirsa;

|AP| + |PC|* = |DPJ" + |PB[|  elde edilir.
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A o ABCD bir dikdértgen, P noktasi
- o dikdértgenin bir dis noktasi olmak
uzere,

|AP|* + |PC|* = IDPJ* + |PB[| dir.

ispat:

o
B E c

[DP] ye paralel ve [DP] nin boyu kadar bir [FC] dogru parcasi gizelim.
P ve B noktalarini F noktasina birlestiren dogru parcalarini gizelim.
Bu durumda ABFP ve DPFC birer paralelkenar olur ve [PF] L [AD]
dir.Yani |AB| = |PF| = |DC|, [AB] // [PF] // [DC], |AP| = |BF|, |PD| = |FC]
olur. Ayrica [PF] dogrultusunda F noktasini [BC] ye birlestiren bir [FE]
dogru parcasi ¢izilirse [FE] L [BC] olur.

PBC ilg¢geni dikkate alindiginda;

IBP[* + |FC = |BF|" + |PC|"  ..(1) (bkz@)

|FC| ve |BF| nin esitleri (1) denkleminde yerine yazilirsa;

|AP|* + |PC|’ = |DP[* + |PBJ| elde edilir.
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ol
B E H F [

ABC bir Uggen, DEFG dértgeni bir kenari x olan bir kare,

[AH] L [BC] ve |AH|=y ise  ||BC|= ;’—’; dir.

ispat:
A
=X
D o ] G
X X
i g ol : 3
B E - i 5

DEFG bir kare oldugundan [DG]// [BC] ve [FG]// [AH] dir.
Bu durumda [AP] L [DG], |DG| = |DE| = |EF| = |FG| = |PH| = x,
|AP| =y - x dir ve ADG~ABC olur.

i DL
/AH| - [BC|

IE . K
= ¥

ADG~ABC = B

= |IBCl=35|  elde edili
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A D
a5 a5, ABCD bir kenari a birim olan bir kare
45 45’ olsun. Bu durumda
a) Késegenler agilarin agiortayidir.
b) K&segenler birbirini dik keser.
c) |AP| = |BP| = |CP| = |DP| dir.
i hed d) A(ABCD) = a* dir
B C
ispat:
A a D
N 3
a a
) o
i i
B C

a) m{BﬁC) = « diyelim. ABC ikizkenar tiggen oldugundan (bkz @)
rn{BE‘.A} = o dir. [AD]// [BC] oldugundan m(DﬁC] = o dir.

(icters agi) ADC ikizkenar licgen oldugundan m(DflA] = o dir.
m(BAD) = 90° oldugundan

20 = 90°

—

m:

45°| elde edilir.
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m(DﬁA} = 3 diyelim. BAD ikizkenar tiggen oldugundan (bkz @)
m(Bf}A) = {3 dir. [AB]// [DC] oldugundan m{CﬁB} =3 dir.

(igters agl) BDC ikizkenar tiggen oldugundan m(CBD) = 3 dir.
m(ABC) = 90° oldugundan

28 = 90° = |B=45"| elde edilir.

b) ABP iiggenini ele alirsak o + 3 + m(APB) = 180°
= 45+ 45+ m(APB) = 180°

= |m(APB)=90°| elde edilr.

c) APB, APD, CBP, CDP uggenleri ikizkenar tiggen olduklarindan

= [|AP|=|BP|=|CP|=|DP|| elde edili.

d) A(ABCD) = A(ABC) + A(ADC)

= liaiLan =i
—23,34' ZE.E—E

= |A(ABCD) =a’| elde edilir.
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VAN
/

B b c

ABCD bir yamuk, [EF] orta taban, |AD| = a, |BC| = b, ise

EF| = 3XP| g

2

B b C

|AE| _ [DF|

|EEJ'-}FCH

[AD] // [EF] // [BC] dir. (Thales) => AEL ~ABC ve CFL ~ CDA dir.
|AE| _ |EL| 1 o [EL

=3
AEL~ABC = pEi=Be — 2- b = EU=3

ICFI _ IFL| 1 _IFY _a
CD|-pA] — 2~ a <~ IFH=3

ispat:

ABCD yamugunun [AC] kosegeni gizilirse,

oldugundan

CFL ~ CDA

- i e B
JEF| = |EL| + |FL| = 5 + 3

= |IEFI=25 Bl elde edilr.
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ABCD bir yamuk, [EF] orta taban, |AD| = a, |BC| =b, ise

IKL| = Lzﬂ dir.

ispat:

|AE| _ |DF|

ABCD yamugununda, IEB| " [FC|

oldugundan

[AD] // [EF] // [BC] dir. (Thales) = AEL ~ABC ve BEK ~ BAD dir.

AEL ~ ABC %i—gt=:§—g - %:% = [ELI= 2
BEK ~ BAD :—j:%ﬂi—cﬂ = %:% = |EK|= 2
IKLI = ELI - [EK| = = - 5

= [|KL = 222 elde edilir.
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ol
B b H C

ABCD bir yamuk, [HD] L [BC], |HD| = h, |AD| = a, |BC| = b, ise

AaBcD) = 82D g

ispat:

ol " w
B b H Cc

ABCD yamugunun [AC] késegenini gizelim.

A(ABCD ) = A(ABC) + A(CDA) yazilabilir.

=  A(ABCD)= bé“ - aé"‘ = {a *2*-"]-“

5 .a!vs{;ﬂuai::[:::.=-‘-E’—"Et31m alde edilir
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B c

ABCD bir yamuk, m,n,p,q bulunduklari Giggenlerin alanlarini temsil

etsin. Bu durumda; m=n| ve m°=p.q| dir

ispat:

C

ABC ve DBC iiggenlerinin [BC] kenarina ait yiksekligine h dersek;

h.|BC] h.|BC|
2 2

= A(ABC)=A(DBC) dir. = m+q=n+q = |m=n| elde edilir.

A(ABC) = A(DBC) =

K késegenlerin kesim noktasi olmak tGzere |BK|=t ve |DK|=r
diyelim. Ylkseklikleri esit olan tg¢genlerin alanlari orani, tabanlarinin
oranina esit oldugundan (bkz& )

LT q.t
S (1) ve c=7 -2

(1) ve (2) denklemlerinin esitliginden;

% = % = mn=pg = [mW=paq] elde ediir
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S ZaN

B b C

ABCD bir yamuk, késegenlerin kesim noktasi P, [AD] // [MN] // [BC],
Pc[MN], |[AD| =a, |BC| =b, |[MP| = x, ise

ey = _ab .
IMP| = |PN| = x Vel = dir.

ispat:

/\/\

JZERN

IMA| =m, [MB| =n dersek, [AD] // [MN] // [BC] oldugundan

IMA| _ |IDN|
IMB| = NG| dir. (Thales) = |DN|=m.k ve |NC|=n.k

yazilabilir.

BPM ~ BDA ve CPN ~ CAD dir.
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|BM| _ [MP] n__ X

BPM~BDA = B = [AD] ——== (1)
ICN| _ |PN| nk _ IPN|
CENmCAD DI~ AD| ~ (m*m)k - a
n _ |PN|
=12

(1) ve (2) denklemlerinin esitliginden;

IPN|=x dirr. = [|MP|=|PN|=x| elde edilir.

|IBP|=t ve |PD|=r diyelim.

ADP ~ CBP oldugundan

|DP| _ |AD] r _a
BP jcel ~ tTp -0

ote yandan BPM ~ BDA dir.

|BP| _ |MP]| t  x tor _ a

BD| AD] ~ ®Wr-a Tt X%
r_a

1+L=2 @

(3) denklemindeki r/t degeri (4) denkleminde yerine yazilirsa;

a_a bta _a
=% b =X
a.b s
= =b elde dilir.
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c

ABCD bir yamuk, [AD] // [EF] // [BC], |AD| =x, [EF| =y, |BC| =z

; m y-X ;
|AE| =m, [EB|=n ise i dir.

ispat:
A x D
% N
gAll_GrK F
' S x
n
3 ol
B 2% L ® C

[DC] ye paralel bir [AL] gizelim. ( Le[BC] ) Bu durumda
AKFD ve ALCD birer paralelkenar olur.
Béylece |AD| = |KF| =|LC| =x dir.

= |EK|=y-x ve IBL| =z - x olur.

ote taraftan AEK ~ ABL dir. Benzerlik bagintisi yazilirsa;

AE| [EK :
INE) GBSl [T S K] o i

IAB| ~ [BL| m+n ~ z-x
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B b c

ABCD bir dik yamuk, [AC] ve [BD] kdsegen, [AC] L [BD],

IAB|=h, |AD|=a, |BC|=b ise |h*=ab]| dir.

ispat:

[BC] dogrultusunda a uzunlugunda bir [EB] gizelim.
Sonra da A noktasini E noktasina birlestirelim. Bu durumda

AEBD bir paralelkenar olur. [AE]// [BD] dir.
m(CPB) = m(CAE) = 90° dir.
AEC lcgeni dikkate alinirsa, oklid badintisindan  (bkz@®)

h*=ab| elde edilir.
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A,B,C noktalar O merkezli gember lizerinde olmak tizere,

m(ABC) = x, m(AC) =« ise x==| dir

ispat:

[OA], [OB],[OC] yarigaplarini gizelim. m{AﬁD) =a ve m{CﬁD} =b
diyelim. AOB ve COB lggenleri ikizkenar t¢gen oldugundan
m(BAO) =a ve m(BEO)=b olur. - x=a+b dir

Bir U¢ggende bir dis aginin 6lgusl, kendisine komsu olmayan iki i¢
acinin élclleri toplamina esit oldugundan  (bkz @)

m(AOP) = 2a ve m(COP) = 2b olur.

merkez aginin dl¢lisl gérdigil yayin uzunluguna esit oldugundan

mAOC)=m(AC) = 2a+2b=a =->a+b=%

4] Vi
= Xi= > elde edilir.

82



m A,B,C,D noktalari O merkezli cember
P hzerinde olmak tzere,

m(APB) = x, m(DC) = o, m(AB) = 5,

. o .
ise |x= “2 dir.

ispat:

A noktasini B noktasina birlestiren [AB] dogru pargasini gizelim.
m(AD) =6 ve m(BC) =~ diyelim.
Budurumda m(DBA)=0/2 ve m(CAB)=~/2 olur. (bkz@®)

ABP (icgeni dikkate alindiginda % + % +x =180° ..(1)
O merkezli gember dikkate alindiginda
o+ B+0+n=360° L+ T80 L@
(1) ve (2) denklemlerinden;
N+ 6 _n+t0  a+j =(_1+ﬂ o
> +x= > + 2 =% | % 5 elde edilir.

83



m(DPC) = x, m(AB) = o, m(DC) =B, ise x=B-2l g

ispat:

D noktasini C noktasina birlestiren [DC] dogru pargasini gizelim.
m(AD) =8, m(BC) =~ diyelim. Bu durumda;

m(PCD) = (a+0)/2 ve m(PDC) = (a+~)/2 olur. (bkz @)
. i " aty o+ .
DPC iicgeni dikkate alindiginda 5 + > +x =180" ..(1)
O merkezli cember dikkate alindiginda
a+B+0+~=360° = “;"frﬁzﬁﬂac}“ -2
(1) ve (2) denklemlerinden;
_B+0 a+6 _B-a _B-a 2
= 5 =3 = |X= 5 elde edilir.
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A,B noktalari O merkezli cemberin teget noktalari olmak lzere,

m(APB) = x, m(AB)= o ise [x+a=180°] dir.

ispat:

C noktasi gcember izerinde olmak Gzere, m(ACB) =8 diyelim.

Budurumda  x= E"z“ (1) (bkz@)

ote yandan o« + 6= 360° ...(2)

(2) denklemindeki 6 degeri (1) denkleminde yerine yazilirsa
x=@=1an-a = [x+a=180°] elde edilir.
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A noktasi, tegetin O merkezli
¢embere degme noktasi olmak
uzere

Bir gemberin merkezinden, tegetin
dedme noktasina gizilen dogru,
tegeti dik keser.

ispat:

Bir cembere disindaki bir noktadan gizilen teget pargalarinin
uzunluklan esit oldugundan |PA| = |PB] dir.
|OA| ve |OB| yarigap oldugundan |OA| = |OB| dir.
|AP| _ |AO| _|PO| _
IBP| ~ |BO| |PO|

= m(OPA) = m(OPB) = o, m(POA) = m(POB) = ¢,
m(OﬁF’} = m(OﬁF’} =03 yazilabilir.

1 oldugundan OPA ~ OPB dir.

m{Af)B} = 20 merkez agl oldugundan m(ACB) = 26 dir.

= 20+2a=180" (bkz@) = B+a=90" ..(1)
OAP (iggeni dikkate alinirsa 0+ o +3=180" ..(2)

(2) denkleminden (1) denklemi taraf tarafa gikartilirsa;

3=90°| elde edilr.
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T noktasi, tegetin O merkezli gembere degme noktasi, C,B gember
tzerinde birer nokta olmak Uzere,

m(ATB)=x ve m(TCB)=a ise |x= dir.

ispat;

[OT] ve [OB] yarnigaplan gizilirse OTB ikizkenar t¢geni elde edilir.
m{O'T‘E!] =3 denirse m(DﬁT) =3 olur.

m(TCB) = a oldugundan m(TOB) = o olur.

ote taraftan [OT] L [AT] dir. (bkz@) = x+3=90° ..(1)

OTB uggeni dikkate alinirsa o + 23 = 180° = % +3=90" ..(2)

(1) ve (2) denklemlerinden |[x = 7 elde edilir.
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A,B,C,D noktalari O merkezli gember
Uzerinde ve ABCD bir kirisler dortgeni
olmak lzere,

m(ABC) + m(ADC) = m(DAB) + m(DCB) = 180°| dir.

m(AB) = a, m(BC) = ~,
m(CD) = 6, m(DA) =3, dersek

~ ) *
m(ABC) = 222 . m(abo) =
i B+~ Py 3+ o
m{[}AB}=T= m(DCB) = 3
olur. (bkz@)
B+0+
a+B+0+~=360° i Q+B;G 1=180° ..(1)
% & B+0 o+ _ a+tB+0+n o
m(ABC) + m(ADC) = “5— + —5— = n =180

B+ra a+P+0+~

-3 A B+~
m(DAB) + m(DCB) = 3 + Bl 2

=180°

= |m(ABC) + m(ADC) = m(DAB) + m(DCB) = 180° | elde edilir.
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A,B,C,D noktalari O merkezli cember
tzerinde olmak lzere,

[AC] ile [BD] dogru pargalarinin kesim
noktasi P,

|AP| = x, |PC| =y, |BP| =2, |PD| =t, ise
C
D xy=zt| dir

ispat:

A noktasini B noktasina birlestiren [AB] dogru parcasini ve
D noktasini C noktasina birlestiren [DC] dogru pargasini gizelim.

m(BAC) = « diyelim.
Bu durumda m(BC) = 2o olur. = m(Bf}C)=a olur. (bkz@)
m{DﬁA}= 0 denirse m{Aﬁ‘D} =0 olur.

ABP ~DCP (A.A.A) elde edilir.

ABP~DCP = Ol MAFl oz
- |CP| ~ |DPJ y

= |xy=2zt| elde edilir.
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A.B noktalan tegetlerin degme noktalan, [CE] L [PA], [DE] L [PB],
[EF] L [AB], |EF| = x, |DE| =, |CE| = z,

E noktasi O merkezli gember tzerinde olmak lzere

X =yz| dir

ispat:

E noktasini A ve B noktalarina birlestiren [AE] ve [BE] dogru
parcalarini cizelim. m(EAB) = o diyelim.
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Bu durumda m(EB) = 2« olur. (bkz@ )
= m(EBD)=a olur. (bkz@®)

m{EﬁA} =0 diyelim. Budurumda m(EA) = 20
= m{Eﬁ.G} =8 olur ve boylelikle;

AEF ~ BED ve ACE ~ BFE (A.A.A) elde edilir.

IAE| _ [EF| 1
AEF ~ BED BE "D~
ACE ~ BFE AL L ICE 2

(1) ve (2) denklemlerinden

|EF| _ |CE]

= elde edilir.

x| N
4
*
I
<
M

X
-

|[ED| ~ |EF|

A,B,C,D noktalari O merkezli cember (zerinde olmak lzere,
[PD] ile [PC]dogru pargalarinin kesim noktas P,
|PA| = x, |AD| =y, |PB| =z, |BC| =t, ise

X(x+y)=2z(z+t)| dir
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ispat:

A noktasini C noktasina birlestiren [AC] dogru pargasini ve B
noktasini D noktasina birlestiren [BD] dodru pargasini gizelim.

m(PDB) = o diyelim.

Bu durumda m(AB) = 2a olur. = m{PﬁA}= a olur.

m(DPC)=p3 ve m(PAC)=6 denirse m(PBD)=#0 olur.

PCA~PDB (AAA) elde edilir.

PCl _ IPAI 2+t _ x
|PD| |PB| X+y Z

PCA ~ PDB =

= [x(x+y)=2z(z+1t)| elde edilir.
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T noktasi, O merkezli cember ile tegetin degme noktasi,
P noktasi [PT] ile [PB] dogru pargalarinin kesim noktasi,
A,B noktalar gember izerinde, P,A,B noktalar dogrusal,

IPT| =x, [PA]l =y, |AB|=z ise X' =y(y+2z)| dir

ispat:

T noktasini A ve B noktalarina birlestiren [AT] ve [BT] dogru
parcalarini gizelim. m(PBT) = o diyelim.
= m(AT)=2a olur. (bkz@) = m(PTA)=« olur. (bkz@)
Bu durumda m{PﬁT} =6 denirse m{P'T‘B}= 8 olur.
i il el X . YHE
= PTB ~ PAT dir. = PA| ~ PT| = ¥ = x

= |xX'=y(y+2z)| elde edilir.
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ABC koseleri O merkezli gember
Uzerinde olan bir Gggen. E noktasi
cember Gizerinde. =

[AE] dogru pargasi m(BAC) acisinin
agiortayi.

|AB| = x, |AC| =y, |JAD| = z, |DE| = t,

ise [xy=2z(z+t)| di.

ispat:

B noktasini E noktasina birlestiren bir [BE] dogru parcgasi gizelim.
m(ACD) = 6 diyelim.
= m(AB)=20 = m(AEB)=0 olur. (bkz@)
m{AﬁC)=ﬂ denirse m{AﬁE}=B olur.
Boylelikle ABE ~ ADC olur.

|AB| _ |AE]|
|AD| = |AC|

zZ+t

X _
= F=y

= |xy=2z(z+t) elde edilir.

94



b c

ABCD bir tegetler d6rtgeni. ABCD nin O merkezli gembere degme
noktalari K,L,M,N noktalari.

IAB| = a, |BC| =b, |CD| =¢, ]DA|=d, ise [a+c=b+d]| dir

ispat:

Bir gembere disindaki bir noktadan gizilen teget parcalarinin
uzunluklarn esit oldugundan;

|AK] = |AN| ...(1), |BK|=|BL| ...(2), |[CM|=|CL| ..(3),
[DM| = |DN| ...(4) dir.
(1),(2),(3) ve (4) denklemleri taraf tarafa toplanirsa;

|AK| + |BK] + |CM[ + [DM] = |JAN| + |DN]| + |BL| + |CL|
d C

= |a+c=b+d| eldedilir.
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d, dogrusu O, merkezli gembere A noktasinda ve O, merkezli

¢embere B noktasinda tegettir.

[OAl=r ve |OB|]=R

ispat:

ise

10,0, = |AB[* + |R - 1’

dir.

Bir gemberin merkezinden tegetin degme noktasina indirilen dogru

parcasi tedeti dik keser.

(bkz@)
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Dolayisiyla |0OA| Ld, ve |O,B| Ld, di.

[AB] ye paralel olacak sekilde bir [O,K] dogru pargasi gizelim.
Burada Ke [O.B] dir.

Boylelikle O,KBA dikdérigeni elde edilir.
= |OA|=|KB| ve |OK|=|AB| olur.

0,0,K dik ggeninde pisagor teoremi uygulanirsa (bkz@®)

10,0, = |O,K[* + |R-r|* bulunur,

= |10,0,1°=|AB’ + |R-r]’| elde edilir.
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0,

d, dogrusu O, merkezli gembere A noktasinda ve O, merkezli
cembere B noktasinda tegettir.

IOA|=R ve |0B|=r ise [|O,0f=|AB}+|R+rf| dir

ispat:

Bir gemberin merkezinden tegetin degme noktasina indirilen dogru
parcasi tedeti dik keser.  (bkz @)
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Dolayisiyla |OA|l Ld, ve |O,B| Ld, dir

[AB] ye paralel ve [AB] nin boyu kadar bir [O,K] dogru pargasi
gizelim ve B noktasini K noktasina birlestirelim.

Boylelikle O,KBA dikdértgeni elde edilir,
= |0,A|=|KB| ve |OK|=|AB| olur.

0,0,K dik liggeninde pisagor teoremi uygulanirsa (bkz@®)

|0,0,]* = |OKI + |R + r|° bulunur,

= [|0,0,F=|ABF + R + 2| elde edilir.
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ADB, AFC, BEC sirasiyla 0,,0,,0, merkezli birer yarim daire.
ABC bir dik Gggen. |OA|=r, |O,C|=r1, |O;B| =r,,

S51,52,S3 bulunduklari daire dilimlerinin alanlarini géstersin.

Bu durumda; 3,+8,=85, dir.

ispat:

|AB| = 2r,, |AC| = 2r,, |BC| = 2r, dir.
ABC dik Giggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa (bkz@®)

(2r,)* + (2r,)’ = (2r,f = 4Ar’+4r)=4r7 = r'+r’=1’
denklemin her iki yani % ile carpilirsa;
L = [S,+S,=8,| elde edilir
2 2 2 L= 3 ’
S, S, S
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