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ONSOz

Bu galisma, Milli Egitim Bakanlhigi Ozel Egitim ve Rehberlik Genel Miidiirliigii Ozel
Yeteneklerin Gelistirilmesi Daire Bagkanliginca yiriitiilmiistiir. Calismanin amaci, Bilim ve Sanat
Merkezlerinde uygulanacak ¢er¢eve planinin olusturulmasi, mevcut bilgi birikiminin Griind olan 6rnek
etkinliklerin derlenerek yazili hale getirilmesi ve bu sayede kalici, erisilebilir ve paylasima agik
olmalarini saglamaktir. Bu ¢alisma etkinliklerin uygulayicilart olan sizleri kisitlamaktan ziyade, 6rnek
teskil etmesi ve rehber olmasi igin bir araya getirilmistir.

10 Nisan 2015’de Antalya’da baglayan ve 22 Temmuz 2017 Marmaris’te tamamlanan bu sure¢
boyunca toplam 9 calistay ile etkinlik kitaplar1 yazilmis ve revize edilerek son halini almistir. Bu
stirecte matematik komisyon tiyelerince pek ¢ok yeni etkinlik hazirlanmig ve bu etkinliklere kitapta yer
verilmistir. Ayrica, Bilim ve Sanat Merkezleri matematik ogretmenlerince gonderilen etkinlikler
komisyon {iyeleri tarafindan, 6zgiinliik ve BILSEM mantigma uygunluk agisindan degerlendirilmis,
BILSEM program basamaklarina gore gruplandirlmistir. Bu sayede tim BILSEM matematik
ogretmenlerinin olusturulacak etkinlik kitabinda yer alarak siirece dahil olmasi hedeflenmistir. Yapilan
caligtaylarda etkinlikler zenginlestirilerek diizenlenmis, ortak bir formatta hazir hale getirilmistir.

Tim program basamaklari matematik komisyonu (yelerince modiiler yapida kurgulanmus,
mevcut tiim etkinliklerin tasnif islemi gergeklestirilmistir. Etkinlik kitaplar1t DESTEK, BYF, OYG ve
PROJE olmak Uzere 4 kitap halinde hazirlanmis olup, BYF kitab1 konu biitiinliigiine gére 3 ana alt
baglikta fasikiillendirilmistir. Proje kitabinda ise ulusal ve uluslararasi yarismalarda basar1 elde etmis
orneklere yer verilmistir.

Tim etkinliklerin sonuna degerlendirme aract konmamustir. Kitaptaki bazi etkinlikler igin
hazirlanan degerlendirme araclari, biitiin  kitaplarin sonuna Ornek olarak yerlestirilmistir.
Meslektaslarimizdan beklentimiz, degerlendirme araglart olmayan etkinlikler igin uygun olam
secmeleri ve gerekli maddeleri kendilerinin olugturmalaridir. Kitaplarda yer alan sorular igin ¢oziim
kitabr olusturma fikri, kabul gérmemistir. Bu konuda BILSEM &gretmenlerinin arastirmaci yapisi goz
onilinde bulundurularak, ¢oziimlere ulasabilecegi diistiniilmiistiir.

Her ne kadar bu etkinlikler 6grencilerin yas ve sinif seviyeleri dikkate alinarak gruplandirilsa
da, ozel egitimin amaci geregi her bir etkinlik 6grenci ve gruplarin hazir bulunugluk, bireysel yetenek,
ihtiyac ve Ozelliklerine gore farkli programlardan secilip farklilagtirilip zenginlestirilebilinir. Tiim yil
boyunca bu etkinliklerin tamanminin uygulanma zorunlulugu olmayp, mevcut etkinliklerden yillik plan
olusturulabilir. Ancak kitaptaki etkinlikler haricinde dersinizde uyguladiginiz etkinlikler mevcut ise,
bu etkinlikleri ‘bilsem moduliinde’ paylasmaniz gerekmektedir.

Bu c¢alisgmanin amaci BILSEM'lerde esnek bir modelden vazgecerek zel egitim felsefesine
aykirt tek tip egitim degil, sadece var olan bilgi birikiminin paylasilmas: yolu ile yeni ufuklar
acilmasina vesile olmaktir. Olmasi gereken etkinlikte birlik degil, uygulamada birlik fikridir.

Bu eserin ortaya ¢ikmasinda katki sunan: basta Bakanimiz Ismet YILMAZ, Genel Miidiiriimiiz
Celil GUNGOR, Daire Baskanimiz Oktay KILIC, Uzmanlarimiz Hasan AKDENIZ ve Derya GOGSU
olmak Uzere Bakanlik biirokrat ve uzmanlarina, ilkogretim ve lise matematik koordinatorlerimize,
komisyon Uyelerine, calismalarda yer alan akademisyenlere ve calismaya etkinlik gondererek katki
sunan BILSEM matematik égretmenlerine siikranlarimizi sunariz.

Matematik Komisyonu
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Sait ATLI Diyarbak:r Bilsem flkogretim Matematik X X X X X X X
Dr.Basak KOK /stanbul Bilsem Lise Matematik X X X X X
Duygu ALYESIL KABAKCI Kocaeli /zmit Bilsem flkggretim Matematik X X X X
Ugur KELES Yalova Atatiirk Bilsem Lise Matematik X X X X X
Gokhan KARAASLAN Burdur Bilsem Lise Matematik X X X
lAhmet OZLER Konya Bilsem /lkggretim Matematik X X X X X X
Ali FUAT URHAN Eskigsehir Bilsem Lise Matematik X X X X X X X
Barig ARSLAN Konya Bilsem Lise Matematik X X X X X X X
Mustafa AKAY Erzurum Remzi Sakaog/u Bilsem fIkggretim Matematik X X X
Arzu TUYBEK Konya Selguklu Bilsem 7kggretim Matematik X X
Bengi KANAT COSKUN Manisa Bilsem Lise Matematik X X X
Meryem CILDIR Balikesir Bilsem Ilkogretim Matematik X
Yal¢in SANDALCI \Rize Fatma Nuri Erkan llkégretim Matematik X
[Ayse SIMSEK Burdur Bilsem llkogretim Matematik X X
Leyla TABARU KALEM /zmir Sidika Akdemir Bilsem /lkggretim Matematik X X
Murat CEYLAN Yozgat Yozgat Bilsem Lise Matematik X
[Ayperi NESLIHAN GOK Manisa Salihli Bilsem 7lkggretim Matematik X X
Zeynep DENIZ KOCAL Izmir Sidika Akdemir Bilsem Lise Matematik X
Dr.Burcu DURMAZ Antalya Bilsem Lise Matematik X X X
Hilal KARAPAZAR Eskisehir Emine-Emir Sahbaz Bilsem Lise Matematik X X
Yrd. Dog. Savas AKGUL Dum/upinar Universitesi Egitim Fakilltesi X
Serkan ARSLAN Nigde Bilsem Aksemseddin Lise Matematik X X
Dr. Ali THSAN BORAN Malatya Bilsem Lise Matematik Ogretmen X
llker KOZA Kahramanmarag Bilsem Lise Matematik X
Kamil YILMAZ [Kirsehir Yusuf Demir Bilsem flkggretim Matematik X
Derya ATMACA Ikogretim Matematik X
Hakan KORKMAZ Kars Fahrettin Kirzioglu Bilsem Lise Matematik X
Hicret KAYA Sivas Bilsem Jlkggretim Lise Matematik X
Mehmet Ziya CETIN Corum Bilsem Lise Matematik X
Merve DOKGOZ Erzincan Bilsem flkggretim Matematik X
Muhammed Sabir ONUR Bing6l Bilsem Lise Matematik X
Murat Fazil AKKOC Kutahya Bilsem Lise Matematik X
Ozlem Uysal GOKCU Balikesir Bilsem /lkggretim Matematik X
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PROJE HAZIRLAMA REHBERI
MATEMATIK ARASTIRMASI NASIL YAPILMALI?
Matematik arastirmasi yaparken dncelikle bir problem bulunmalidir. Bulunan problemin neden ilging

olduguna iligkin verilerin olmasi, bu verilerin aragtirmay! yapan 6grenciler tarafindan iyi kavranmis
olmasi projeyi anlamli kilacaktir. Matematik projesi bir problemi ¢dzemese de, o probleme
odaklanmali, problemin anlasiimasina veya cdziilmesine yonelik ydéntemler, en azindan hesaplar
sunabilmelidir. Yeni ydntem sunabilmek bir projeyi standartlarin oldukca 6tesine tasiyacaktir, ancak
var olan bir yéntemin probleme uygulanmasi ve yeni bir hesap yapilmasi da projeyi derinlestirecektir.
Ozellikle, bambaska bir amag icin {retilmis bir yontemin eldeki somut problem ile ilgili bir hesapta
kullamimasi fikri ve bu tir hesaplarin yapilmasi projevyi iyilestirecektir.

Surecin baginda problemin tamamina iliskin bir seyler sdylemek genelde zordur. Bunun yerine
problemi durumlara ayirmak ve bu durumlarin birinde veya birkacinda problemi ¢bzmeye calismak,
hesaplar yapmak ilk uygulanmasi gereken stratejidir. Ornegin, herhangi bir (icgen igin ortaya atilan bir
iddianin dncelikle ikizkenar veya eskenar licgenlerde kanitlanmasina galisilmasi ogretici olabilir.

Belirli sayida oOrnek yapilip, bu 6rneklerden bir genellemeye varildiginda, bu genellemenin
kanitlanmasi ihmal edilmemelidir. Ornekleriniz ne kadar ¢ok olsa da, iddianizi matematiksel olarak
kanitlamadiginiz miiddetge, bu 6rnekler ortaya atilan iddiaya destek olmaktan 6teye gitmez.

Bilinen bir matematiksel gercegi baska bir yontemle kanitlamak veya ¢éziimii bilinen bir problemi
yeni bir ydntemle ¢6zmek her zaman ilging degildir. Yeni kanit veya ¢éziim daha basit ve daha kolay
anlasilir olmahdir. Cok karmasik yontemler kullanarak elde ettiginiz bir sonug, bilinen basit bir
matematiksel gercekten kolaylikla gikarilabiliyor ise kullandiginiz karmasik yontemler ve teorinin bir
anlami olmayacaktir.

Projeniz birden fazla kiiglik probleme ¢dziim sunan bir galisma ise, ancak biitin bu problemlere
yonelik ortak bir ¢6zim yéntemi dneriyorsa anlamli olacaktir.

Projede neyi ne kadar yaptiginizi agik¢a ifade etmek, yaptifinizdan daha fazlasinin dogrulugunu iddia
etmemek Snemlidir. Problem ile ilgili ¢dzilememis, ama lzerinde ugrasilmis noktalar da projenin bir
pargasi olarak degerlendirilebilir.

Probleme iligkin literatir eksiksiz sunulmalidir. Neyin literatiirde oldugu, hangi katkinin projeyi yapan
6grenciler tarafindan yapildigi agik bir bicimde ifade edilmelidir.

Matematik Projelerinin hazirlanabilecegi bazi konu basliklar::
1. Sayilar Teorisi: asal sayilar ve dzellikleri, bolinebilme, modiiler aritmetik, kriptoloji
2. Fonksiyon Teorisi

3. Geometri ve Trigonometri, Dogru, Ucgen, Dortgen, Cember ve aralarindakigeometrik
bagintilar, Diiziem ve Uzay geometrisi, Altin oran, Fraktallar

4. Esitsizlikler,
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5. Matematiksel modelleme ve matematigin gercek yasamdaki uygulamalari, degisim oranlari,
matematiksel tip, matematiksel biyoloji, finans matematigi

6. Olasilik ve kombinatorik, saymanin temel prensibi, cizge kurami, Pascal Uggeni

7. Matematik Tarihi.

PROJE RAPORU
Hazirlayacaginiz matematik proje raporu asagidaki bolimlerden olusacaktir:

1. Projenin Adi
Projenin adi projeniz hakkinda fikir verir nitelikte olmahdir.

2. Giris ve Projenin Amaci
Giris bdlimiinde sectiginiz konuyu veya problemi tanitabilir, konunuzu segerken sizi nelerin
motive ettigini agiklayabilir ve projeniz ile varmak istediginiz hedefi kisaca 6zetleyebilirsiniz.

3. AnaBolim
Projenizin tiim gelisimi bu bdlimde yer almalidir. Yazdiklarinizin matematiksel olarak tutarli
ve kolay takip edilir olmasina dikkat ediniz.

4. Sonuglar ve Tartisma
Bu bdliimde proje ¢alismaniz ile vardiginiz sonuglari 6zetlemeli, hedefledikleriniz ile sonuglari
karsilastirmalisiniz. Son olarak, eksik kalan noktalara dikkat g¢ekebilir veya bir bagka
arastirmanin konusu olabilecek yeni sorular ortaya atabilirsiniz.

5. Yararlanilan Kaynaklar
Her bilimsel ¢aligmada oldugu gibi bu bolimde projenizi hazirlarken kullandiginiz kaynaklari
eksiksiz olarak belirtmelisiniz.

PROJE OZETI

Proje &zetinizi projeniz hakkinda dogru bir fikir verecek sekilde hazirlamalisiniz. Proje 6zeti 250
kelimeyi asmamalidir. Proje Raporu ve Proje Ozeti — Arial- yazi tipiyle -12 punto- ile yazilmalidir.

SERGI

Matematik projeleri, tiniversitelerin matematik bolima 6gretim Gyeleri ile olusturulacak secici kurul
tarafindan degerlendirilecek ve én elemeden gegirilecektir. On elemeyi gecen projeler sergilenmek
izere okulumuza davet edilecektir. Ug giin siirecek sergi ve projelerin sunulmasi sonucunda segici
kurul tarafindan dereceye giren projeler belirlenecektir.

Sergilenmeye deger bulunan projeler igin okulumuzda 120cmX160cm boyutunda panolar ayrilacaktir.
Ogrenciler, projelerini anlattiklari bu boyuttaki posterler ile sergiye katilmahdirlar. Ogrencilerin sergi
sirasinda proje raporunu da yanlarinda bulundurmalari gerekmektedir. Sunum asamasinda ihtiyag
duyulan teknik destek verilecek olup yarismacilar gerekli sunum gereglerini beraberinde
getireceklerdir.



TUBITAK

Ortadgretim Ogrencileri
Arastirma Projeleri
Yarigsmasi

¢+ Proje Rehberi

¢ Proje Plan1 Sablonu

% Proje Ozeti Sablonuna

% Proje Raporu Sablonuna

¢ Proje Rehberi Matematik Proje
Ornegi




TUBITAK

47. ORTAOGRETIM OGRENCILERI
ARASTIRMA PROJELERi YARISMASI
2016

PROJE REHBERI




BiLiM VE BILIMSEL ARASTIRMA

Bilimsel arastirmalarin amaci; yasadigimiz diinya hatta evren hakkinda sordugumuz sorulara cevap bulmaktir.
Burada en 6nemli seylerden biri hig stiphesiz soru sormaktir. Soru sormak igin ise gdézlem yapmak gerekir. Yapilan
gozlemler, bir problemin tespitini ya da bir olgunun neden-sonug iliskisinin sorgulanmasini saglar. Dikkatimizi
ceken seyler de bizim bilimsel goézlem (deney ve 6lglimler) yapmamiza ve bunun sonucunda bilimsel agiklamalar
(hipotez, teori, kanun ve model) Gretmemize yol agabilir.

Bilimsel go6zlemler, sorularin tanimlanabilmesi ve/veya/agiklanabilmesi igin toplanan verilerden anlam
cikarabilmenizi saglar. Ornegin, her seferinde sulamayi unuttugunuz cigeklerin soldugunu gérdigiiniizde;
“sulanmayan gigeklerin solabilecegi” seklinde bir agiklama yapabilirsiniz. Deneyin amaci incelenen bir olayla ilgili
veriler elde etmektir. Bu amagla yapilabilecek en basit islem gdzlem yapmaktir. Deney sonunda sorularin cevabini
olustururken, bir taraftan veri toplar diger taraftan da veriler arasinda olasi iliskiler kurarak kanitlar/deliller
bulabiliriz. Ornegin, ciceklerin ka¢ giin sulanmadiginda soldugunu merak ederseniz; bunun cevabini bulabilmek
icin farkl sirelerde susuz birakilan gicekleri karsilastirabilirsiniz. Tabi ki, laboratuvarda yapilan deneyler disinda
da goézlemler yapariz. Ornegin, karasineklerin kanat uzunlugunu merak ediyorsak kanatlari 6lgeriz. Bdylece
karasineklerin kanatlarinin uzunlugu hakkinda bilgi toplamis oluruz. Olgiimler, uzunluk, kiitle, hacim, sicaklik ve
zaman gibi sayisal degerler (nicel degerler) verir. Bu degerler bize sorumuzun cevabini agiklamada kanit
olusturabilir.

Bilimsel dustinceler/agiklamalar, bilimsel gézlemlerden elde ettigimiz bulgulan bir arada dustintp aralarinda
anlamli bir iliski kurarak (iliskisiz oldugunu da iddia edebiliriz) Urettigimiz dustincelerdir/agiklamalardir. Bu fikirler,
bize sordugumuz sorulara aradigimiz cevaplari vermede yardimci olur. Teori, bircok gozlemin bir arada
degerlendirilmesi sonunda yapilan agiklamalarin arka planidir. Yani kisaca yapilan agiklamalarin sebebidir.
Ornegin, Schleiden ve Schwann kendilerinden yaklasik iki yiizyil dnce Robert Hooke ve Leeuwenhoek gibi bilim
insanlarinin hicre ile ilgili gdzlemlerini timevarim yontemiyle bir genelleme yaparak Hicre Teorisi’'nin (bitln
canlilar hicrelerden olusmustur) temelini atmislardir. Teoriler yeni gozlemlerle desteklenebilir ya da
desteklenmeyebilir. Teoriler desteklenmediginde ise kismen ya da tamamen degistirilirler. Zannedildigi gibi
(kavram yanilgisi) teoriler yeteri kadar kanitla desteklendiginde kanunlara déniismezler. Ug yiiz yil sonra bile
curltulen/zayiflatilan teoriler vardir. Kanun ise, belirli kosullar altinda gerceklesen doga olaylarinin agiklanmasi
ve bundan hareketle yapilan genellemelerdir. Ornegin, ‘Kiitlenin Korunumu Yasasi’ (Kimyasal reaksiyona giren
maddelerin toplam kitlesi, reaksiyon sonucunda olusan drlnlerin toplam kitlesine esittir). Tipki teoriler gibi
kanunlar da gozlem ve denemeler ile test edilmeye devam edilirler. Kanunlar genellenmis bir agiklama
olduklarindan bugtin, yarin veya daha sonraki bir zamanda genellemeye aykiri bir durumun ortaya ¢ikma ihtimali
her zaman bulunmaktadir. Bilimsel modeller, sorularimizi cevaplarken yaptigimiz agiklamalari ve ¢ikarimlar
destekleyen basit ayni zamanda somut tasarimlardir. Animasyonlar, similasyonlar, matematik denklemleri,
gizimler, U¢ boyutlu maketler modellere 6rnek olarak verilebilir. En iyi bilinen modellere “DNA Modeli”, “Atom
Modeli” ve “Hicre Zari Modelini” verebiliriz. Modeller, yeni bilgiler ve bilimsel dislnceler ortaya giktik¢a
degisebilir.

Bilimsel arastirmalarda asagidaki islemler yapilsa da, bunlar her zaman belirli bir sirada uygulanmaz. Ornegin
bilimsel arastirma bir soruyla baslasa da, arastirma sirecinin ilerleyen zamanlarinda da soru sorulmaya devam
edilebilir.

e Soru sormak,

e Arastirma yapmak ve hipotez kurmak,

e Hipotezi test etmek (gdzlem ve deney tasarlamak),
e Analiz yapmak ve sonug gikarmak,

e Sonuglar tartismak,

e Yeni sorular sorarak yeni arastirmalar planlamak.

BiLiMSEL SORU SORMA

Bilimsel arastirmalar her zaman bir soru ile baslar. Ornegin, yapraklar neden sararir? Karin altindan cigeklerini



cikartan bir kardelen gorip onunla ilgili bilgi toplarken okudugunuz bilgiler sizin bir soru sormaniza neden
olabilir. Kdpekleri ¢ok seven biri olarak onlari kenelerden uzak tutmanin yollarini arayacak sorular sorabilirsiniz.
Burada énemli olan sorunuzun miimkiin oldugu kadar basit, acik ve sinirli olmasidir. Ornegin, kardelenin soganli
bir bitki oldugunu, soganl bitkilerin sis bitkisi olarak kullanildigini, soganlarinda alkoloidler igerdigini,
alkoloidlerin de ilag yapiminda kullanildigini, soganlarinin dogadan toplanmasinin yasak oldugunu, bir soganin 3-
5 yilda gigek agabilecek boyuta ulastigini 6grendiniz. Dolayisiyla ekonomik yénden degerli ve dnemli bir bitki
oldugunu dusindiiniz. Sorunuz; kardeleni nasil g¢ogaltirm? ise ¢ogaltma ydntemlerini; kardeleni in vitro
kosullarda nasil gogaltabilirim? ise soganlarda in vitro (iretim tekniklerini; kardelenin in vitro Gretiminde biyime
dizenleyicilerinin etkisi nedir? ise baska bir konuyu arastirirsiniz. Sonunda kardelenin sogan yapraklarindan in
vitro kosullarda hizli ¢ogaltimi igin BAP ve NAA biliylime dizenleyicilerinin etkisi ne olur? seklinde sorunun
kapsami daraltilabilir. Yani sorular arastirmaya yon verir. Ayni konuyla ilgili farkli bircok soru sorulabilir. Bu
sorularin cevabi slrecinde de ¢ok farkli arastirmalar yapilarak farkl bilgilere ulasilabilir. Burada sorunuzu,
dolayisiyla arastirmanizi ne kadar sinirlandirirsaniz bilgi, zaman, para ve isglici bakimindan o kadar Ustesinden
gelebilirsiniz. Her arastirma soru sorma ile basliyor olsa da sorularin kalitesi son derece énemlidir. Test edilebilir
yani arastirilabilir ya da arastirmaya deger soru sormak énemlidir.

ARASTIRMA YAPMAK VE HIPOTEZ KURMAK

ilgilendiginiz konu ile ilgili detayli bir arastirma yapmalisiniz. Bunun igin dgretmeninizden size rehberlik
etmesini isteyebilirsiniz. Arastirma konunuz hakkinda daha dnce neler yapilmis, sizin yapmayi diistiindiginiz
deneyler yapilmis mi? Sonuglari ne olmus? Bunlari 6grendiginizde 6zglin bir deney planlayabilirsiniz. Daha dnce
yapilan arastirmalarla sizin planladiginiz arastirmanin benzer ve farkli yanlarini bilmeniz arastirmanizin
0zglnligiinl ortaya koymanizda yardimci olur.

Sorunuzun tahmini cevabini hipotez climlesi haline getirmelisiniz. Fakat hipotez bir tahmin degildir. Tahmin
veriye dayali olmayan agiklama iken, hipotez az ya da ¢ok veriye dayali agiklamadir. Bir konuyla ilgili kurulan
glcll hipotezlerin en 6nemli ozelligi ¢ok sayida veriden gikarilmis olmasidir. Hipotezlerin en dnemli 6zelligi test
edilebilir olmasidir. Her deneyin acgik (yazil)) veya sakl (zihinde) bir hipotezi vardir. Hipotezler gozlem ve
deneylerle denenirler. iki tip hipotez ciimlesi kurabiliriz. Ornegin, ‘BAP ve NAA biiyiime diizenleyicilerinin birlikte
kullanilmasi kardelenin sogan yapraklarinda in vitro hizli gogaltimi arttirmamistir’ hipotezi, sifir hipotez olarak
adlandirilir. Yani sifir hipotezi uygulamalar arasinda bir fark olmadigini iddia eder. Bu iddiayi ortaya atabilmek igin
daha onceki bazi veriler veya deneyimler kullanilabilir. Aksi bir durum ortaya konmadigi siirece hipotez gecerli
olarak kabul edilir. Bir de sifir hipotezin tersini séyleyen hipotez vardir buna da alternatif hipotez denir. Ornegin,
‘BAP ve NAA bliyiime diizenleyicilerinin birlikte kullanilmasi kardelenin sogan yapraklarinda in vitro hizh gogaltimi
arttirmistir.’

Hipotezi Test Etmek (g6zlem ve deney tasarlamak)

Tasarladiginiz deney ya da gozlem yalnizca hipotezinize cevap verecek sekilde planlanmalidir. Oncelikle deneyde
kullanilacak degiskenlerin belirlenmesi gerekir. Bir deneyde degistirebildigimiz ya da kontrol altinda
tutabildigimiz faktérlere degisken denir. Ornegin, kardelen bitkisi ile yapilan deneyde; degiskenler bitki biyime
dizenleyicilerin (BAP ve NAA) birlikte, farkli dozlarda kullaniimalaridir. Yani deneyin sonucunu etkileyen
uygulamalar degiskenleri olusturur.

Bilimsel arastirmalarda Ug tip degisken vardir;

1- Bagimsiz degisken; bilimsel bir calismada deneyin sonucuna etki edebilen yani sebep olan degiskendir.
Ornegin, sicakhgin ¢oziinirliige etkisi arastiriliyorsa, sicaklik burada bagimsiz degiskendir. Farkli sicakhklar
denenir.

2-  Bagiml degisken; bilimsel bir ¢alismada bagimsiz degiskenden etkilenen yani sebep olan degiskendir.
Ornegin, sicakliktan etkilenerek degisen ¢éziiniirliik miktari. Sicaklk arttikca ¢éziinirliik artar. Bagimli degisken
burada ¢ozUnurlUktir.

3-  Kontrol degisken (kontrol grubu); arastirma sirasinda kontrol edebildigimiz sabit tutulan faktor.



Bir deneyi planlarken kontrol grubunun olusturulmasi zorunluluktur. Degiskenlerin deneyin sonucunu
etkileyip etkilemedigi ve nasil etkiledigi ancak kontrol grubu ile karsilastirilarak yapilabilir.

Deneylerden elde edilen verilerin hata payini azaltmak igin tekrarlar yapilir. Bir deneyde alinan bir élgiim en
az Ug kez tekrarlanir ve ortalamasi alinir. Boylece, elde edilen verideki hata payl en aza indirgenir ve bu yolla
verilerin givenilirligi saglanir.

Analiz Yapmak ve Sonug Cikarmak

Deney ve gozlem sonunda elde ettiginiz tiim bilgiler veri olarak adlandirilir. Ornegin élciim aldiginiz tim boy
uzunluklar (ortalama: 2,3 cm), saydiginiz sirglinler (ortalama: 5 adet), gdzlem sonuglari (renk degisimi, gaz gikis!
vb.) elde ettiginiz verilerdir.

Verilerin dlzenli bir sekilde tablolarda gosterilmesi, grafik haline getirilmesi, fotograflanmasi onlari aralarinda
ve kontrole gore karsilastirmaya ve anlamlandirmaya yardimci olur. Béylece bu verilerden bir sonug gikarilabilir.
Sunum sirasinda ayni verilere ait hem tablo hem grafik verilmez, bunlardan hangisi sonucu en iyi ifade ediyorsa o
tercih edilir.

Elde edilen matematiksel verilerden sonug ¢ikarabilmek icin veriler istatistiksel islemlerden gegirilir. Ornegin,
rakamlarin ortalamasi, yiizdesi, frekansi alinir. Hatta ortalamalarin karsilastirldigi istatistiksel analizler (t-testi, X*
testi, varyans analizi, Duncan testi gibi) yapilir. Bunun i¢cin matematik 6gretmeninizden size rehberlik etmesini
isteyebilirsiniz. TUm bunlarin amaci verileri anlamlandirirken hata payini en aza indirmektir. Boylece arastirmanin
sonucuna olan givenilirlik artar.

Gozlemlerden elde edilen kanitlara dayali yapilan agiklamalar arastirmanin sonucudur. Ornegin, ‘Kardelen
bitkisinin sogan yapraklarindan in vitro hizl gogaltimi icin 4 mg/l BAP ve 0,5 mg/I NAA bliyime dlzenleyicilerinin
birlikte kullanildig durumda en fazla siirglin sayisi (5 adet) elde edilmistir’ cimlesi arastirmanin sonug climlesidir.
Elbette bunun yaninda baska yan sonuglara da ulasilmis olabilir. Ornegin, biiylime diizenleyicilerinin tek basina
kullanildigindaki olumsuz etkileri ya da birinin azalip digerinin arttigi konsantrasyonlardaki degisimler de
arastirmanin sonuglarindandir.

GCikarim, elde edilen veriler ve gegmis deneyimler, sahip olunan bilgi diizeyi hatta yasanilan toplum degerleri
(kailttir), hayal giicii gibi pek ¢ok faktériin birlikte etkiledigi arastirmacinin sonuglari yorumlamasidir. iste burada
onemli bir noktayi gézden kagirmamak gerekir. Ayni deneyi yapan bilim insanlari ayni sonuglara ulastiklari halde
farkli gikarimlar yapabilirler. Farkli gbzlem ve deneyleri yapan bilim insanlari da ayni gikarimlari yapabilir. Clinka,
ayni sonuca ulagmak igin birden fazla bilimsel yontem vardir. Bu nedenle arastirmalarin sonuglari bilim
diinyasinin tartismasina agilr.

SONUCLARI TARTISMAK

Gozlemler ve deneylerden elde edilen sonuglarin baska arastiricilarin benzer arastirmalarda elde ettikleri
sonuglarla karsilastiriimasi dnemlidir. Sonuglariniz baska arastirmacilarin sonuglari ile uyumlu ise arastirmaniza
destek saglamis olursunuz. Ayni zamanda, birbirini destekleyen arastirmalar daha genel sonuglara ulasiimasini
saglayabilir. Tersi durumda yani arastirma sonuglariniz baska arastirma sonuglarindan farkllik gésteriyorsa bunun
nedenleri konusunda yeni tahminlerde bulunup, bu konuda yeni arastirmalarin yapilma gerekliligini
vurgulayabilirsiniz. ikinci bir ihtimal ise arastirmanin herhangi bir yerinde hata yapilmis olmasidir ki, béyle
durumlarda arastirma plani ve uygulama yeniden gdzden gegirilmelidir.

YENi SORULAR SORARAK YENi ARASTIRMALAR PLANLAMAK
Her arastirmanin sonunda arastirmaci yeni sorular sorar. Ornegin; Kardelen bitkisinin soganinin ic yapraklari ile
dis yapraklari arasinda in vitro hizl gogaltimda bir fark olur mu?

Kardelen bitkisinin sogan yapraklarindan in vitro da hizli gogaltim igin baska hangi blyime diizenleyicileri
etkili olur?



Kardelen bitkisinin yaprak sapi in vitro da hizli gogaltim igin daha uygun olabilir mi?
Yeni sorular yeni arastirmalarin planlanmasini saglar. Arastirmaci arastirmasinin sonunda bu yeni fikirleri
oneri olarak sunar.

PROJE OZETi NASIL YAZILIR?

Proje yapan her dgrenci arastirma ézeti yazmalidir. Ozet kisa ve anlasilir olmalidir. Ozetin tamami 150-250
kelime arasinda olmalidir. Ozeti okuyan, proje hakkinda dogru bir fikre sahip olabilmelidir. Projenin
ayrintilarindan, yorumlardan ve kaynaklardan ozette bahsedilmez. Ancak her birinden birkag cimle ile
bahsetmek sarti ile projenin amaci, kullanilan yontem veya yontemler, yapilan gozlem ve elde edilen bulgular
(birincil olanlar), sonuglar (birincil olanlar), ve dneriler basliklarina deginilmelidir. ideal olan baslarken taslak bir
6zet olusturup, calisma bittiginde proje raporunun igerigine uygun bir sekilde 6zeti glincellemektir.

ORNEK PROJE OZETi

Proje Bashgi:

VIiTiS ROTUNDIFOLIA MEYVELERININ KABUK VE CEKIRDEKLERININ UV-C’YE KARSI KORUYUCU ETKILERININ
ARASTIRILMASI

UV-C isinlarinin oldukga zararh etkileri bulunmaktadir. UV isinlarindan korunmak amaciyla ziim kabugu ve
cekirdek 6zitlerinin mikroorganizmalar ile muamele edilerek koruyucu etkilerinin arastirilmasi amaglanmistir. Bu
stre¢ sonucunda mikroorganizmalarin izim kabugu ve c¢ekirdegi o6zltleri sayesinde UV’ ye karsi korunum
saglanirsa, ayrica kozmetik alaninda da farkl bir alternatif alani olusturacaktir.

Mikroorganizmalar (izerine etki eden UV iginlarinin zararh etkilerinin 6nline ge¢mek amaciyla yapilan
calismada; c¢alisma siresince Candida parapsilosis mikroorganizmasi kullanilmistir. Candida parapsilosis
mikroorganizmasi nutrient ve malt yeast sivi besiyerlerine 2000g alinarak ekim yapildi ve Gzim kabugu ve
cekirdek ozutlerinden 1mg/1000g ve 0,5mg/1000g olmak Uzere iki konsantrasyon kullanilarak besiyeri (izerine
eklenmistir. Candida parapsilosis test mikroorganizmasi 28 0C’ de bir giin inkiibasyona birakilmistir. Besiyerlerine
ekim yapildiktan sonra 30’ ar dakika arayla 12 saat boyunca spektrofotometrik 6lglimler alinarak standart
blylme egrileri olusturulmustur.

Calisma sonucunda, olglilen spektrofotometrik 6lgiimler parabolik olarak artmis ve Candida parapsilosis
mikroorganizmasinin UV-C isinlarina karsi koruyucu 6zelligi Gziim gekirdek 6zutiiniin sagladigi belirlenmistir. Hem
10 dakikalik hem de 20 dakikalik UV 1sinlarina maruz birakilarak her iki deney grubunda da korunum saglanmistir.

Yapilan g¢alismada Uzim c¢ekirdegi 6zatinin UV - C isinlarina karsi koruyucu ozelliginin oldugu tespit
edilmistir. Uziim kabugu 6ziitli bulunan popiilasyonlarda kontrol grubuyla benzer degerler géstermis olup bu
yuzden asil koruyucu o6zelligin Gzim cekirdeginde oldugu tespit dilmistir. Ayrica Gzim c¢ekirdegi populasyon
Uzerinde Gremeyi hizlandirici etkisinin oldugu belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Vitis rotundifolia, UV-C, kabuk, ¢ekirdek, koruyucu etki

BiLIMSEL ARASTIRMA PLANI NASIL YAZILIR?

Bilimsel arastirma, gdzlemlenen bir olay veya disinilen bir konu hakkinda soru sormayla baslar. Bu konuda
yapilan galismalarin arastirilmasi (alanyazin taramasi) ile devam eder; bilimsel olarak nitelenen bir yontem ile
elde edilen bir cevapla son bulur. Bu siire¢ basindan sonuna kadar énceden planlanmalidir. Planlama bir anlamda
amaca ulasmak icin yapilacaklarin belirlenmesi ve siralanmasidir.

Bilimsel arastirma plani asagida verilen unsurlardan olusur:

. Aragtirma Konusu: Arastirilacak olan konu bitiin unsurlari ile birlikte ayrintili olarak tanimlanir.
Arastirma konusunun sinirlari, cevabi aranan soruyu igerecek sekilde dogru olarak tanimlanmalidir. Arastirma
konusu genel olmamali cevabi aranan soru ile sinirli olmalidir.

. Hipotez gelistiriimesi veya miihendislik hedefinin belirlenmesi: Hipotez bir anlamda sorulan soruya
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verilen bir cevap veya kestirimdir. Hipotezin bilimsel olabilmesi igcin dogrulugu veya yanhshg yapilacak
arastirmayla sinanabilir olmalidir. Eger arastirma mihendislik igeriyorsa ulasiimasi istenen hedefler kesin olarak
belirlenmelidir.

. Kullanilacak yontem ve siireglerin tanimi

1) Suregler: Veri toplanmasinda yapilacak islemler veya veri elde etmek igin tasarimlanan deney diizenegi
tanitilmalidir.

2) Veri analizi: Arastirma sorusuna cevap teskil edecek veya hipotezi dogrulayacak olan gozlem veya
deney sonucu elde edilen verinin analiz edilmesinde kullanilan siiregler ve istatistiksel yontemler agiklanmaldir.

3) Kaynaklar: Alanyazin taramasi neticesinde elde edilen ve arastirmada kullanilan bilgilerin kaynaklarina
yapilan atiflardan olusmahdir.

Ornek Proje Plani

1. Amag ve Kapsam: Tarihi koruma bilincinin olusturulamamasi, zamanin ve doganin olumsuz etkilerinden dolayi
kaybolmakta olan kiiltir mirasimiz Silifke tarihi evleri Gzerine bir arastirma yapilacaktir. Tarihi evlerin mimari
ozellikleri ele alinip bu evlerdeki kiltlrel zenginlik ortaya gikarilacaktir. Mimari yapinin korunmasi ve gelecek
kusaklara aktarilmasi, temel amacimizdir.

2. Yontem ve Geregler: Alanyazin taramasi kapsaminda konu ile alakali kitaplar, makaleler, tezler taranacaktir.
Ardindan bilgi toplamak amaciyla Silitke Miize Midirligine, ilce Kiiltir Miidirligiine, Mimarlar Odasina ve
Silifke Belediyesine gidilecektir. Mimarlar Odasindan bu tarihi evlerin bulundugu kdy ve mahalle adlari alinip,
muhtarlarla ve yore halkiyla gorisilip saha kesif gezileri yapilarak bu evler tespit edilip mimari ozellikleri
hakkinda bilgi edinilecektir.

3. Kaynaklar: Proje calismasi kapsaminda izzet, Arslan, (1988), Silifke Tarihi, Adana, Dogan, Demirci,
(2011),Isparta Evleri, Isparta, Silifke Belediyesi 30.Sokak ¢ yapi Restorasyonu ve cephe Sagliklastirma projeleri
Rolove, Restitisyon, Restorasyon Raporu,(2012) ,Ankara, Ahmet, Ugar, (2009),Temettuat Defterlerine Gore
19.y.y ‘da Silifke, istanbul, Candan Ulkii, , (Kasim 2005-Nisan 2006 ),”Silifke’de Panayot’un Evleri,Arkitekt Dergisi,
sayl ;500 Candan ,Ulkii, (Kasim 2005-Nisan 2006 ),Bazi Ornekleriyle Silifke Evlerinde Ahsap Tavanlar, Silifke
Muzesi Konferanslari, Ayhan, Yalgin, (Kasim 2001)° ' Temettuat Defterine gore Silifke , yararlanacagimiz
kaynaklardir.

4. is-Zaman Tablosu

isin tanimi | Aylar

NiSAN | MAYIS | HAZIRAN | TEMMUZ | AGUSTOS | EYLUL | EKiIM | KASIM | ARALIK | OCAK

LITERATUR
TARAMASI

VERI
TOPLANMASI

ARAZI
CALISMASI

PROJE RAPORU
YAZIMI

PROJE RAPORU NASIL YAZILMALIDIR?

Gozlemlerin ve dlgiim sonuglarinin yazilarak kaydedilmesi ve bunlarin korunmasi bilimsel ¢alismalarin énemli bir
kismini olusturur. Bilimsel galismalarin bir baska dnemli kismi ise yapilan galismalarin ve elde edilen sonuglarin
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yayinlanmasidir. Yalnizca bu yolla elde edilen bilgiler baskalarina iletilebilir ve gelecek igin korunup saklanabilir.

Yaptiginiz proje ¢alismasinin en énemli asamalarindan birini onunla ilgili olarak yazacaginiz proje raporu
olusturur. Proje raporunda gereksiz uzatmalar ve tekrarlar olmamalidir. Raporunuzun olabildigince kisa ve 6z
olmasi gerekir. Calismalariniz ile ilgili ne fazla ne de eksik bir sey yazmamaya gayret ediniz ve gerek yazim gerekse
icerik olarak raporunuzun hazirlanmasina ¢ok 6zen gosteriniz. Yaptiginiz ¢alismanin raporunuz araciligl ile
degerlendirilecegini her zaman aklinizda bulundurunuz.

Proje raporunuz bilimsel bir galismanin GrlinGddr. Bu rapor bir problemi ortaya koyarak, problemin ¢o6ziimi
icin gerekli ve gegerli verilerin neler oldugunu ileri siirlip tartisabilir veya problemi ortaya koyduktan sonra onun
¢6zUmi igin izlenen yolu ve elde edilen verilerin degerlendirilmesi ile ulasilan sonuglari ortaya gikartabilir. Rapor
baska arastirmacilarin ulastiklari sonuglar ile ilgili fikirleri de icerebilir. Proje raporu baskalari tarafindan ulasilan
sonuglarin gegerliligini, celiskilerini ve basarisizliklarini ortaya koyup yapilmasi gereken yeni ¢alismalari dnerebilir.

Proje raporunuzu mutlaka asagidaki siraya gore yaziniz. Bu siralamaya, proje raporlarinin standart olmasi igin
kesinlikle uyunuz. Bu standart yazim, proje ¢alismanizin saglikh olarak degerlendirilmesinde ve gerektiginde
raporunuzun ozetlenerek veya oldugu gibi kitap haline getirilmesinde hem size hem de raporunuzu okuyanlara
biyik kolayliklar saglayacaktir.

Proje raporunuzu su sirada yaziniz:
Proje Adi

Projenize tek bir cimle seklinde; kisa ve 6z olarak (mimkiinse 12 kelimeyi gegmeyen); okuyana proje
calismasi hakkinda fikir verecek bir isim veriniz. ideal olan baslarken taslak bir baslk olusturup, calisma bittiginde
proje raporunun igerigine uygun bir sekilde basligi glincellemektir.

igindekiler

Projenizin ana baslk ve alt bagliklarinin birbirine nasil bagl oldugunun gosterildigi belli bir diizende siralanan
ve bu basliklarin proje raporu igcindeki sayfa numaralarini gosteren bir liste olusturunuz.

1.Giris
Bu bolim; alanyazin taramasindan sonra arastirmanin amaci, problem ve alt problemler, hipotezler ve alt
hipotezler, varsayimlar (sayiltilar), sinirhliklar, tanimlar alt bashklarina yer verilecek olan bélimdiir.

Burada alanyazin arastirmasi yaparken ve ¢alismanizi desteklemek Uzere alinti yaparken proje ¢alismanizin
konusu ile ilgili baskalarinin yaptigi calismalardan s6z ediniz. Sizin galismanizin 6teki benzer ¢alismalardan ayrilan
yonlerini belirtiniz. Bu ¢alismayi, alanyazindakihangi boslugu doldurmak igin yaptiginizi ve alanyazinda yer alan
benzer ¢alismalardan neyi nasil farkli yapacaginizi agiklayiniz. Benzer galismalardan nasil yararlandiginizi ve sizin
¢alismanizin neleri hedefledigini agiklayiniz. Bu kisimda mutlaka bu sablonun sonunda belirtilen kurallara gére
(Oncelikle proje rehberinde kendi bransinizda verilen érnek projedeki kurallara gére) kaynakga gésterimi yapiniz.
Alntilarda intihal ya da asirma yapmayiniz. Galinti climleler iceren bir proje raporu veya kendisi ¢alinti olan bir
proje, internet iizerinden calisan “intihal yazillim programlari” ile tespit edilmektedir. Bu sekilde olan projeler
tespit edilerek reddedilecek, proje sahibi 6grenci ve danismani bundan sonraki TUBITAK etkinliklerinden men
edilerek bu durum okullarina yazi ile bildirilecektir.

2. Yontem
Bu boélimde asagidaki kisimlara ve alt basliklara yer veriniz:

= Calismanin metodu veya arastirma deseni,

= Calisma grubunuz, evreniniz, 6rnekleminiz (¢alismanizda kisilerden veri toplamissaniz), c¢alisma
sahaniz, yeriniz ve bunlarin dzellikleri,

= Veri toplama araglarinizin neler oldugu, onlari siz gelistirdiyseniz bunu nasil yaptiginiz ve veri
toplama siireciniz,

= Gozlemlerinizi, saha galismalarinizi ve bunlari nasil gergeklestirdiginiz, verileri nasil analiz ettiginiz ve
bunun igin hangi arag ya da yazilimlari kullandiginiz,
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= Deney dizenekleri, malzemeleri ve deneysel siiregleri (deneysel bir ¢alisma ise)
Deneysel calismalarda deney diizenegi, verilerin nasil toplandigi agik¢a anlatilmalidir. Deney dizenegindeki
onemli 6lgiim cihazlarinin (ne oldugu, 6lgim araligi, duyarhhg vb.) kimyasal ve biyolojik malzemenin temel
dzellikleri belirtilmelidir. Ornegin bir voltmetre kullaniliyorsa bunun 6lgme aralig 2-220 V, 3,5 basamak
gostergeli, i¢c impedansi 10 Mohm olan bir voltmetre olarak belirtilmesi, ya da optik 6zellikleri incelenen bir cam
levhanin 25 mmx10 mmx1 mm boyutlarinda, gériiniir bolgedeki 15181 gegiren bir cam plaka seklinde tanimlanmasi
uygun olacaktir.

= Deneylerin nerede, kimler tarafindan yapildigi, ne kadar stirdiigli ve kag kez hangi kosullar altinda
tekrarlandig1 gibi bilgilerin agik, 6z ve anlasilir bir sekilde verilmesi gerekir. Bu kisimda ¢alisilan
laboratuvarin 6zellikleri de belirtilmelidir.
= Kullanilan analiz ve hesaplamalar bu bolimde verilmelidir.

3. Bulgular

Bu boélimde asagidaki kisimlara yer veriniz:

= Calismanizda topladiginiz verilere ait bulgulari agik¢a belirtiniz.

= Belirttiginiz bulgularin amaglarinizla értiismesine 6zen gosteriniz.

= Tablo, sekil, resim, ¢izelge vb. yollarla bulgularinizi olabildigince nesnel ve yorum yapmadan
sununuz.

= Tablo, sekil, resim, gizelge vb. ifadeleri mutlaka numaralandirip her birini isimlendiriniz (bkz. Kendi
bransinizdaki 6rnekler)

= Tablo, sekil, resim, gizelge vb. ifadelere yazdiginiz metin igerisinden mutlaka atifta bulununuz.

= Tablo, sekil, resim, gizelge vb. ifadelere metin igcersinden atif yaparken “asagidaki, yandaki,
yukaridaki vb.” ifadelerden kagininiz. Bunun yerine “Tablo 2’de géruldugi Gzere......"” gibi daha agik
ifadeler kullaniniz.

4. Sonug ve Tartigma
Proje raporunuzun en énemli kisimlarindan birisi bu bolimdir. Proje ¢alismaniz ile elde ettiginiz sonuglar bu
kisimda yaziniz.

= Sonuglarinizi maddeler halinde yazabilirsiniz.

=  Sonuglariniz sayisal degerler, bazi matematiksel esitlikler veya sozli ifadeler olabilir. Gegerlilik
sinirlarini belirterek sonuglarinizi tartisiniz.

= Sonuglar tartisirken alanyazinda yer alan diger ¢alismalarla, sizin galismalarinizin benzer ve farkl
sonuglarini birlikte belirtiniz ve diger ¢alismalara atifta bulununuz.

= Sonuglarinizi olumsuz olarak etkileyen nedenler varsa agiklayiniz. Bu kismi yazmadan énce mutlaka
¢alismanizin amacini tekrar gézden gegirerek amaciniza ne kadar ulastiginizi belirtiniz.

5. Oneriler

=  Bu kisimda teorik veya uygulama alaninda “sadece sizin yaptiginiz ¢alismadaki bulgulara dayal
olarak” ne tiir 6neriler sunabilirsiniz?

= Konuyla ilgili dnerilerinizi bu kissmda yazarak konuya ilgi duyup benzer ¢alismalar yapacak olanlara
yol gbsteriniz.

Kaynakga

Bu kismi olustururken aslolan proje rehberinde yer alan kendi bransinizdaki 6rnek projenin kaynakga
kismindaki sablonu kullanmaktir. Orada belirtiimeyen ya da yer verilmeyen tiirdeki kaynaklardan alinti
yapmaniz durumunda bu sablondaki alint1 bigcimini kullanabilirsiniz.

Proje ¢alismaniz ile ilgili olarak basvurdugunuz yazili kaynaklari, eger rapor icerisinde numara vererek atifta
bulunduysaniz numara sirasina goére, yazar soyadina goére atifta bulunduysaniz alfabetik siraya uygun olarak,
yazar soyadina gore dizerek veriniz. Metin iginde atifta bulunmadiginiz bir kaynagi buradaki listeye asla
eklemeyiniz.

Sadece gercekten okunan kaynaklardan alinti yapilmalidir. Okunan bir kaynagin igerisinde gecen baska kaynaklar,
kaynaklar bolimiinde gosterilmemelidir. Eger bu kaynaklarin mutlaka belirtilmesi gerekiyorsa, okunan kaynaktan
asagidaki gibi alinti yapilir. Kaynaklar listesinde de sadece okunan kaynak verilir. Ornek:

“Kent (Aktaran: Artvinli, 2009) yaptig calismada iyi bir 6gretmen olabilmenin ayni zamanda iyi bir “6grenen”
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olarak kalabilmekte sakli oldugunu, ancak insanlarin yeni bir sey 6grenme konusunda istekli ve hazir durumda
kalmalarinin zor oldugunu, bu nedenle sirekli “6greten” durumundaki 6gretmenlerden hizmet i¢i egitimi
onemseyenlerin sayisinin 6nemli oldugu tespitini yapmaktadir”.

Birden fazla esere atifta bulunuluyor ise kaynaklar alfabetik sira ile verilmeli ve her kaynak arasina noktah virgdil
konulmalidir. Ornegin; ..... (Alim, 2003; Kaya, 2011; Ozlii, 2013; Zerrin, 2015). Bir kaynag mutlaka asagidaki
orneklere uygun olarak yaziniz.

“Kaynakga” basliga altinda kaynaklarin gésterilmesi

Bu baslik altinda kaynaklar alfabetik sira iginde verilmelidir. Kaynaklarin “Kaynakga” bashgi altinda gosterimi
sirasinda asagidaki bicime uyulmalidir:

1-Eger kaynak gésterme kongre/konferans bildirisinden yapilmis ise:

Caglar, E. (1998). Erkek hentbolcularda kendini fiziksel algilama ve kaygi diizeyi. 5. Uluslararasi Spor Bilimleri
Kongresi. 5-7 Kasim, Ankara.

2- Eger kaynak gosterme “suireli yayinlardan” (Dergilerde basilmis makaleler) yapilmis ise:

Karatay, H. (2015). Elestirel Diisiinme ve Okuma Aliskanligi Becerilerinin Gelistirilmesi igin
Edebiyat Halkasi: Kitap Elestirisi Modeli, Milli Egitim Dergisi, 44 (208), 6-17.

3- Eger kaynak gdsterme basili “kitaplardan” yapilmis ise:

Ekiz, D. (2003). Egitimde Arastirma Yéntem ve Metotlarina Giris: Nitel, Nicel ve Elestirel Kuram Metodolojileri, Ani
Yayincilik, Ankara

4- Eger kaynak gosterme “lisansiistl tezlerden” yapilmis ise:

Kaya, N. (2012). 1923-2008 Tiirkiye’de Cografya Ogretimi: Program, Ders Kitaplari ve Ogretmen Egitimi Boyutu
(Yayinlanmamis Doktora Tezi). Gazi Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

5- Eger kaynak gosterme “kurumsal rapor veya yayinlardan” yapilmis ise:

Tirkiye Saghk Bakanhg. (2014). Tiirkiye Sadlik istatistikleri Yilligi 2013. Sentez Matbaacilik ve Yayincilik, Ankara
DIE (Devlet istatistik Enstitiisii). (1995). Tiirkiye statistik Yilligi 1994. DIE Matbaasi, Ankara

6- Eger kaynak gdsterme “internet sitesindeki online yayinlardan” yapilmis ise:

Yazarin soyadi, Yazarin adinin bas harfi. (Yayinlanma veya giincellenme yili). Baslik. Cilt, Sayi, Sayfa no, Alinma
tarihi, internet adresi

Kaya, N. (2015). Cografya Egitiminde Aktif Ogrenme ve Ogrenci Merkezli Yaklasima Tarihten iki Ornek, Milli
Egitim Dergisi, 44 (205), 150-169, Erisim tarihi: 12.10. 2015,
http://dhgm.meb.gov.tr/yayimlar/dergiler/Milli Egitim Dergisi/205.pdf

TUBITAK (2015). 46. Ortaégretim Ogrencileri Arastirma Projeleri Yarismasi Proje Rehberi 2015, Erisim tarihi:
12.11.2015, http://www.tubitak.gov.tr/sites/default/files/2204 proje kitapcik.pdf

7- Eger kaynak gosterme bir “ansiklopediden” yapilmis ise:

Akiin, O. F. (1992). Divan edebiyati. Diyanet Vakfi isldm Ansiklopedisi (398-422). istanbul: Tiirkiye Diyanet Vakfi.

8- Kisisel goriismeden alinti (amagh miilakatlar degil):
Kisisel gériismeler metinde belirtiimeli fakat kaynakgada yer almamalidir. (Demiral, H., kisisel goriisme, Eyll
2015).

9- Eger kaynak gosterme bir “editorlii kitaptan” yapilmis ise:

Kitap igindeki bolim yazarinin,
Soyadi, Adinin ilk harfi (Yayin Yili). Bolim basligi, kitabin bashgi, editor(ler): ad, soyad, yayinevi, sayfalar.

Artvinli, E.; Martinha, C. (2014). Cografya Miifredatinda CBS: Tirkiye ve Portekiz’in Karsilastirilmasi, Avrupa’da
Yenilikgi Cografi Ogrenme: 21. Yiizyil icin Yeni Zorluklar. Editdrler: Rafael de Miguel Gonzalez ve Karl Donert,
Cambridge Scholars Publishing, 121-140.

10- Eger kaynak gosterme “Gazete Makaleleri ve haberlerinden” yapilmis ise:

Yazari Belli Gazete Makalesi veya Haberi:
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Yazarin soyadi, Yazarin adinin bas harfi. (Tam yayin tarihi-gtin/ay/yil). Makalenin adi. Gazetenin Adi. Sayfa araligi,
Ulke. (internetten alindi ise ilave olarak)Erisim tarihi, web sitesi tam linki.

Yazari Belli Olmayan Gazete Makalesi veya Haberi:
Makale veya haberin bashgi. (Tam yayin tarihi-giin/ay/yil). Gazetenin adi, sayfa numarasi, Ulke. (internetten
alindi ise ilave olarak) Erisim tarihi, web sitesi tam linki.

11-Tek yazarh kaynak gosterimi
Karademir, E. (2009). Fizikte kullanilan 6zel deney tasarimlarinin uygulanmasi. Ulusal Fizik Egitimi Dergisi, 5 (2),
171-189.

12-Cok yazarh kaynak gosterimi
Karademir, E., Durmaz, A.; ileri, N. (2008). Cam yapilarin dayaniklilik &lciimlerinin belirlenmesi. Fizikte Ozel
Konular Dergisi, 17 (3), 98-113.

Ekler
Ana metin icerisinde yer almalari halinde konuyu dagitan veya ¢ok uzun metinlerden olusan, cesitli arastirma

bulgularina dayali ¢ok uzun tablolar, rakamlardan olusan seriler veya bir ise ait genisletilmis tablolar vb. EKLER
boltimiinde verilebilir. Ayrica arastirmayi yapmak icin alinan yasal izinler, yazismalar, gerekirse e-posta ornekleri
de burada gosterilmelidir. Bu tir eklerin her biri icin uygun bir baslk segilerek bunlar metin igerisinde gegis
siralarina gore "Ek 1., Ek 2., Ek 3.,..." seklinde, her biri ayri bir sayfadan baslayacak sekilde yer almalidir.

Proje 6zeti, plani ve raporunuza adiniz, danismaninizin adi, okulunuz, okul logosu, filigrani gibi projeyi kimin
yazdigini ortaya ¢ikaracak bilgileri yazmak yasaktir ve projenin reddedilmesine yol agar.

PROJE SERGISI iCiN BAZI YARARLI HATIRLATMALAR

Sergiye katilacak her 6grenciye projelerini sergilemek igin gerekli alan saglanacaktir. Serginin ana amaci yarismaci
ogrencilerin gcalismalarini sergiyi gezenlere anlatmasini saglamaktir.

Proje calismaniz ile ilgili fotograf, sekil, grafik ve yazilari sergiyi gezenlerin kolayca goérip izleyecegi sekilde ve
blyulklikte pano Uzerine yerlestirin. Yaninizda yapiskan bant, kalin yazan renkli kalemler ve bos kagitlar
bulundurun. Sergi sirasinda pano lzerine bazi eklemeler yapmayi isteyebilirsiniz. Panoyu diizenlerken her tarla
Ozeni gosterin. Genel goriinlsiin sergiyi gezenler Gzerinde etkili olacagini unutmayin.

Proje galismanizda kullandiginiz diizenegi, alet ve cihazlarla yaptiginiz uygulama modelini masa lzerinde
sergileyiniz. Calisan bir model Gizerinde arastirmanizi gérmek sergiyi gezenleri cok olumlu olarak etkileyecektir.

PROJE SEGiMI, iISLENiSI VE SUNUMU iLE iLGiLi OZET BILGILER

Degerli geng arastirmacilar, proje ¢alismasi igin sizi ilgilendiren ve motive eden bir konu segin (konu orijinal, yeni
ve en 6nemlisi size ait bir fikir olmalidir).

Biraz merak, arastirma, uzmanlardan bilgi, kritik dlslince, yaraticilik ve azim ekleyin.

Her zaman kazanamayabilir veya sonug alamayabilirsiniz. Tabii ki hayal kirikligi ve basarisizlik riski de vardir. Eger
bu basarisizliga neyin neden olmus olabilecegi sorusunu sorup buna yanit ararsaniz bazen istediginiz sonuca da
ulasabilirsiniz.

Burada 6nemli olan kazanmak degil, yeni ve ¢6ziilmemis bir soruna el atmis ve onun ¢6zimi igin dnerilerde

bulunmus olmanizdir.

Unutmayiniz ki kimi zaman ¢ok umut veren bir proje basarisizlikla sonuglanabilecegi gibi, bazen de higbir sonuca
ulagsmayacagi veya gergekgi olmadig diistiniilen bir proje hi¢ dngorilmemis olan basarili sonuglara ulagilabilir.

Projeyi Calismasina Baglarken:

» » Konuyu secin;

» » Konuyu inceleyin, arastirin;

» » Kendi arastiracaginiz konuya karar verin;
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» » Bir zaman gizelgesi hazirlayin;

» » Deneyleri planlayin;

» » Yardimci 6gretmeniniz ve danismaninizla konusun, tartisin ve fikirlerini alin;
» » Deneyleri yapin projeyi tamamlayin;

» » Sonuglariinceleyin ve tartisin.

Proje raporunun yaziminda dikkate alinmasi gerekenler:
» » Proje bashgl,

» » icindekiler,

» » Giris,

» » Yontem,

» » Bulgular,

» » Sonug ve tartisma,

» » Oneriler

ORTAOGRETIM OGRENCILERi ARASTIRMA PROJELERI YARISMASI iLE iLGiLi JURi DEGERLENDIRME
OLCUTLERI

Juriler, ‘On degerlendirme (Proje plani ve rapor degerlendirme) sirasinda asagida belirtilen &lgiitlere uygun
olarak (Bilgisayar ve Matematik projelerinde alana uygun bazi degisiklikler mevcuttur) degerlendirmelerini
gergeklestirmekte ve 1-5 6lgegi kullanilarak puanlama yapmaktadirlar. Bu dlgekte 1-yetersiz, 2-iyi degil, 3-orta, 4-
iyi, 5-cok iyiye karsilik gelmektedir. Ayni alandaki projeler aldiklari puana gore sistem tarafindan otomatik olarak
siralanmaktadir. O alana ayrilan kontenjan kadar proje aldigi puan dikkate alinarak bolge sergisine
¢agrilmaktadir. Bu nedenle projenizi tamamlamadan Once asagidaki Olgitleri dikkate alarak tekrar gézden
geciriniz. Kopya oldugu belirlenen projeler degerlendirmeye alinmadan yarisma disi birakilmaktadir.

Juriler, ‘Sergi Degerlendirmesi sirasinda asagida belirtilen &lgltlere uygun olarak degerlendirmelerini
gerceklestirmektedirler. Ozgiinliik ve yaraticilik ile kullanilan bilimsel yéntem her alan icin en yiiksek puanlanan
Olgutleri olusturmaktadir. Degerlendirme 100 puan zerinden yapilmaktadir. Her jlri Gyesi degerlendirmeyi ayri
yapmakta ve ortalama puan elde edilmektedir. Bu nedenle projenizi tamamlamadan 6nce asagidaki olgutleri
dikkate alarak tekrar gdzden gegiriniz. Tiim degerlendirmelerde jiiri karari kesindir.

0zGUNLUK VE YARATICILIK:

a) Proje, ¢oziime kavusturulmak istenilen konuda yaraticilik ve 6zgiinliik tasiyor mu?
b) Yaklasim, ¢6ziime yonelik mi?

¢) Verinin analizi ve yorumu 6zgiin mi?

d) Malzeme nasil kullaniimis?

BILIMSEL YONTEM:
Veri toplamada kullanilan érneklem (gdzlem-6lgme-deneme)

1. Problem agik ve kesin olarak belirtilmis mi?

2. Problem, bilimsel kurallar gergevesinde sistematik bir anlam icermekte mi?

3. Cozume ulasmak icin yontemsel bir plan var mi?

4, Degisiklikler agikga belirlenmis ve tanimlanmis mi?

5. Eger proje takip gerektiriyorsa, 6grenci/6grenciler bu gerekliligin farkinda mi ve bu
takibi dogru bir sekilde yapmislar mi?

6. Sonucu destekleyecek yeterli veri var mi?

TUTARLILIK VE KATKI:
Proje sahibi 6grenci/6grenciler, projenin gelistirilmesi slrecinde neden-sonug iliskisi kurarak projeye katkida
bulunmuslar mi ve amag-sonug arasinda tutarhilik var mi?

1.  Yapilan arastirmaya bagli bir proje gercgeklestirilebilmis mi?

2. Projenin tamamlanmasi siirecinde gergeklesen amag ile ilk niyet arasinda uyum var mi?

3. Sonuglar, deneysel olarak ispatlanmig mi?
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0ZUMSEME VE HAKIMIYET:
=  Proje sahibi 6grenci/6grencilerin, sunum ile ilgili degerlendirme ol¢Utleri
1. Proje, agikga tartisiimis, amag-prosedir ve sonuglar yeterli diizeyde agiklanmis mi? Bu

noktada projenin temel amacindan sapan ezberlenmis sozler olup olmadigina dikkat
edilmelidir.

2. Projenin 6nemli noktalari sistematik bir sekilde sunuldu mu?

3. Veri ne anlasilirlikta sunuldu?

4. Sonuglar ne anlasilirhkta sunuldu?

5. Sunum ne agciklikta yapildi? Sunum sirasinda herhangi bir hileye basvuruldu mu?

6. Projenin hazirlanisinda diger kisi ve kurumlardan (rehber 6gretmen, laboratuvar,
Universite.. vb. ) ne dlctide yardim alinmis?

UYGULANABILIRLIK:
=  Alanyazina yeni bir yontem, metot kazandiriyor mu? / Gergek hayatta kullanilabilir bir sonug
ortaya
koyuyor mu?
KAYNAK TARAMASI:
Projenin amacina yonelik alanyazin taramasi

1. Proje sahibi 6grenci/dgrenciler, yaptiklari arastirma ile ilgili bilimsel alanyazina hakim
mi?

2. Ogrenci/6grenciler, kaynaklari Proje Raporu iginde kullanmislar mi?

3. Ogrenci/égrenciler, kaynaklari proje ile iliskilendirmisler mi?

SONUC VE ACIKLIK:
L] Proje, sonucglandiriimis ve verilere bagli olarak acik bir sekilde izah edilmis mi?

TUBITAK degerlendirme élgiitleri iizerinde degisiklik yapabilir.
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PROJE PLANI

(Dikkat: Proje planinizi yazarken bu sablonu kullanabilirsiniz. Basliklarin altindaki aciklamalari okuduktan
sonra onlari silerek basliklarin altina kendi proje ¢alismaniza ait planlamalari yazabilirsiniz).

Proje Bashg::

1. Amag ve Kapsam: Tarihi koruma bilincinin olusturulamamasi, zamanin ve doganin olumsuz etkilerinden dolayi
kaybolmakta olan kiltir mirasimiz Silifke tarihi evleri lizerine bir arastirma yapilacaktir. Tarihi evlerin mimari
ozellikleri ele alinip bu evlerdeki kiltiirel zenginlik ortaya cikarilacaktir. Mimari yapinin korunmasi ve gelecek
kusaklara aktarilmasi, temel amacimizdir.

2. Yontem ve Geregler: Alanyazin taramasi kapsaminda konu ile alakali kitaplar, makaleler, tezler taranacaktir.
Ardindan bilgi toplamak amaciyla Silifke Miize Miidurligine, ilge Kiiltiir Midurligiine, Mimarlar Odasina ve
Silifke Belediyesine gidilecektir. Mimarlar Odasindan bu tarihi evlerin bulundugu kdy ve mahalle adlari alinip,
mubhtarlarla ve yore halkiyla gorlsulip saha kesif gezileri yapilarak bu evler tespit edilip mimari 6zellikleri
hakkinda bilgi edinilecektir.

3. Kaynaklar: Proje calismasi kapsaminda izzet, Arslan, (1988), Silifke Tarihi, Adana , Dogan, Demirci,
(2011),Isparta Evleri, Isparta, Silifke Belediyesi 30.Sokak ¢ yapi Restorasyonu ve cephe Sagliklastirma projeleri
Rolove, Restitisyon, Restorasyon Raporu,(2012) ,Ankara, Ahmet, Ugar, (2009),Temettuat Defterlerine Gore
19.y.y ‘da Silifke, istanbul ,Candan Ulkii, , (Kasim 2005-Nisan 2006 ),”’Silifke’de Panayot’un Evleri,Arkitekt Dergisi,
sayl ;500 Candan ,Ulkii, (Kasim 2005-Nisan 2006 ),Bazi Ornekleriyle Silifke Evlerinde Ahsap Tavanlar, Silifke
Miuzesi Konferanslari, Ayhan, Yalgin, (Kasim 2001)° * Temettuat Defterine gore Silifke , yararlanacagimiz
kaynaklardir.

4. is-Zaman Tablosu

isin tanimi | Aylar

NISAN | MAYIS | HAZIRAN | TEMMUZ | AGUSTOS | EYLUL | EKIM | KASIM | ARALIK | OCAK

LITERATUR
TARAMASI

VERI
TOPLANMASI

ARAZ
CALISMASI

PROJE RAPORU
YAZIMI
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Proje Bashgi:
Ozet:

Buraya projenizin bir 6zetini yazimz. Clinkii prOJe caligmas1 yapan her 6grenci arastirma
ozeti yazmahdir. Ozet kisa ve anlasilir olmalidir. Ozetin tamami 150 kelimeden az, 250
kelimeden fazla olmamalidir. Ozeti okuyan, proje hakkinda dogru bir fikre sahip olabilmelidir.
Projenin ayrintilarindan, yorumlardan ve kaynaklardan 6zette bahsedilmez. Ancak her birinden
birka¢ climle ile bahsetmek sart1 ile projenin amaci ve Onemi, kullanilan yontem veya
yontemler, yapilan gézlem ve elde edilen bulgular (birincil olanlar), sonuglar (birincil olanlar)
ve Oneriler basliklaria deginilmelidir. Ideal olan baslarken taslak bir 6zet olusturup, ¢alisma
bittiginde proje raporunun igerigine uygun bir sekilde 6zeti giincellemektir. Ozetinizi bu
sablona kopyalayarak 1-2 paragraflik 150-250 kelime arasinda, Times New Roman
karakterleriyle, 12 punto, her iki yana yasl olarak yazabilirsiniz.

Anahtar kelimeler: Buraya proje ¢alismanizi yansitan ve 6zelden genele siralanan 3-5
arasinda anahtar kelime yaziniz.
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PROJE RAPORU

DIKKAT: Proje raporunuza kesinlikle “kapak sayfas1” yapmayiniz ve kisisel bilgilerinizi
(adiniz-soyadiniz, okul adi, danigman adi, okul logosu ve filigrani1 dahil) yerlestirmeyiniz.
Olusturacaginiz proje raporu, Times New Roman karakterleriyle, 12 punto, sayfanin her
yanindan 2,5 cm bosluk birakarak, tek satir araligi ile iki yana yasl olarak yazilmalidir.
Asagida yer alan boliimlerin yazili kisimlarini ¢ikararak kendi metinlerinizi ekleyebilirsiniz
(Raporunuzu yazarken bu “Dikkat” paragrafini silmeyi unutmayiniz).

Proje Ad1 (Bashgr)

Projenize tek bir climle seklinde; kisa ve 6z olarak; okuyana proje ¢alismasi hakkinda fikir
verecek bir ad veriniz. Bu baslik mutlaka proje icerigini yansitacak sekilde olmalidir.

Icindekiler

Projenizin ana baslik ve alt bagliklarinin birbirine nasil bagli oldugunun gésterildigi belli bir
diizende siralanan ve bu basliklarin proje raporu i¢indeki sayfa numaralarini gosteren bir liste
olusturunuz.

1. Giris

Bu boliimde; arastirmanin amaci, problem ve alt problemler, hipotezler ve alt hipotezler,
varsayimlar (sayiltilar), sinirhiliklar, tanimlar alt bagliklarina yer verilmeli ve bunlar
aciklanmalidir.

Burada proje calismanizin konusu ile ilgili baskalarinin yaptigi ¢alismalardan séz ediniz.
Sizin g¢alismanmizin Gteki benzer ¢alismalardan ayrilan yonlerini belirtiniz. Bu galismayi,
literatiirdeki hangi boslugu doldurmak i¢in yaptiginizi ve literatiirde yer alan benzer
caligmalardan neyi nasil farkli yapacagimizi agiklaymiz. Benzer c¢alismalardan nasil
yararlandiginizi ve sizin ¢alismanizin neleri hedefledigini agiklayiniz. Bu kisimda mutlaka bu
sablonun sonunda belirtilen kurallara gore (Oncelikle proje rehberinde kendi bransmizda
verilen 6rnek projedeki kurallara gore) kaynakga gosterimi yapiniz. Alintilarda intihal ya da
asirma yapmayiniz. Calinti ciimleler iceren bir proje raporu veya kendisi calinti olan bir
proje, internet iizerinden ¢alisan “intihal yazilim programlar1” ile tespit edilmektedir. Bu
sekilde olan projeler tespit edilerek reddedilecek, proje sahibi 6grenci ve danismam
bundan sonraki TUBITAK etkinliklerinden men edilerek bu durum okullarina yaz ile
bildirilecektir.

2. Yontem
Bu béliimde asagidaki kisimlara ve alt bagliklara yer veriniz:

= (Caligmanin metodu veya arastirma desenti,

= Calisma grubunuz, evreniniz, Ornekleminiz (¢alismanizda kisilerden veri
toplamigsaniz), ¢calisma sahaniz, yeriniz ve bunlarin 6zellikleri,

= Veri toplama araglarinizin neler oldugu, onlart siz gelistirdiyseniz bunu nasil
yaptiginiz ve veri toplama siireciniz,

= Gozlemlerinizi, saha ¢alismalarinizi ve bunlari nasil ger¢eklestirdiginiz, verileri nasil
analiz ettiginiz ve bunun i¢in hangi ara¢ ya da yazilimlar1 kullandiginiz,

= Deney diizenekleri, malzemeleri ve deneysel siirecleri (deneysel bir ¢alisma ise)

Deneysel calismalarda deney diizenegi, verilerin nasil toplandig1 agikc¢a anlatilmalidir. Deney
diizenegindeki 6nemli 6l¢lim cihazlarinin (ne oldugu, 6l¢iim araligi, duyarliligi vb.) kimyasal
ve biyolojik malzemenin temel dzellikleri belirtilmelidir. Ornegin bir voltmetre kullaniliyorsa
bunun 6l¢me aralifi 2-220 V, 3,5 basamak gostergeli, i¢ impedans1 10 Mohm olan bir voltmetre
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olarak belirtilmesi, ya da optik 6zellikleri incelenen bir cam levhanin 25 mmx10 mmx1 mm
boyutlarinda, goriiniir bolgedeki 15181 gegiren bir cam plaka seklinde tanimlanmasi uygun
olacaktir.

= Deneylerin nerede, kimler tarafindan yapildigi, ne kadar stirdiigii ve ka¢ kez hangi
kosullar altinda tekrarlandig1 gibi bilgilerin agik, 6z ve anlasilir bir sekilde verilmesi
gerekir. Bu kisimda galigilan laboratuarin 6zellikleri de belirtilmelidir.

= Kullanilan analiz ve hesaplamalar bu boliimde verilmelidir.

3. Bulgular
Bu boliimde asagidaki kisimlara yer veriniz:

» Calismanizda topladiginiz verilere ait bulgular1 agikca belirtiniz.

= Belirttiginiz bulgularin amaclarinizla ortiismesine 6zen gosteriniz.

= Tablo, sekil, resim, ¢izelge vb. yollarla bulgularinizi olabildigince nesnel ve yorum
yapmadan sununuz.

= Tablo, sekil, resim, ¢izelge vb. ifadeleri mutlaka numaralandirip her birini
isimlendiriniz (bkz. Kendi bransinizdaki 6rnekler)

= Tablo, sekil, resim, gizelge vb. ifadelere yazdiginiz metin i¢erisinden mutlaka atifta
bulununuz.

= Tablo, sekil, resim, ¢izelge vb. ifadelere metin igersinden atif yaparken “asagidaki,
yandaki, yukaridaki vb.” ifadelerden kacininiz. Bunun yerine “Tablo 2’de goriildiigi
lizere...... ” gibi daha agik ifadeler kullaniniz.

4. Sonug ve Tartisma
Proje calismaniz ile elde ettiginiz sonuclar1 bu kisimda yaziniz.

» Sonuclarinizi maddeler halinde yazabilirsiniz.

» Sonuclariniz sayisal degerler, bazi matematiksel esitlikler veya sozlii ifadeler
olabilir. Gegerlilik sinirlarin1 belirterek sonuglarinizi tartisiniz.

» Sonuclan tartisirken literatiirde yer alan diger ¢aligmalarla, sizin ¢aligmalarinizin
benzer ve farkli sonuglarini birlikte belirtiniz ve diger ¢alismalara atifta bulununuz.

* Sonuclarinizi olumsuz olarak etkileyen nedenler varsa aciklaymiz. Bu kismi
yazmadan 6nce mutlaka ¢aligmanizin amacini tekrar gézden gegirerek amaciniza ne
kadar ulagtiginiz1 belirtiniz.

5. Oneriler

* Bu kisimda teorik veya uygulama alaninda “sadece sizin yaptiginiz ¢alismadaki
bulgulara dayali olarak™ ne tiir 6neriler sunabilirsiniz?

» Konuyla ilgili 6nerilerinizi bu kisimda yazarak konuya ilgi duyup benzer ¢alismalar
yapacak olanlara yol gosteriniz.

Kaynakc¢a

(Bu kismi olustururken aslolan proje rehberinde yer alan kendi bransinizdaki 6rnek
projenin kaynakg¢a kismindaki sablonu kullanmaktir. Orada belirtilmeyen ya da yer
verilmeyen tiirdeki kaynaklardan alint1 yapmaniz durumunda bu sablondaki alint1 bigimini
kullanabilirsiniz)

Bu kisimda proje ¢alismaniz ile ilgili olarak basvurdugunuz yazili kaynaklari, eger rapor
i¢erisinde numara vererek atifta bulunduysaniz numara sirasina gore, yazar soyadina gore atifta
bulunduysaniz alfabetik siraya uygun olarak, yazar soyadina gore dizerek veriniz. Metin icinde
atifta bulunmadigimiz bir kaynagi buradaki listeye asla eklemeyiniz.

Sadece gergekten okunan kaynaklardan alint1 yapilmalidir. Okunan bir kaynagin igerisinde
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gecen baska kaynaklar, kaynaklar boliimiinde gosterilmemelidir. Eger bu kaynaklarin mutlaka
belirtilmesi gerekiyorsa, okunan kaynaktan asagidaki gibi alint1 yapilir. Kaynaklar listesinde de
sadece okunan kaynak verilir. Ornek:

“Kent (Aktaran: Artvinli, 2009 ya da Akt. Caglar, 2005) yaptigi ¢alismada...”

Birden fazla esere atifta bulunuluyor ise kaynaklar alfabetik sira ile verilmeli ve her kaynak
arasina noktali virgiil konulmalidir. Ornegin; ..... (Alim, 2003; Kaya, 2011; Ozlii, 2013; Zerrin,
2015). Bir kaynagi mutlaka asagidaki 6rneklere uygun olarak yaziniz.

“Kaynakc¢a” bashga altinda kaynaklarin gosterilmesi

Kaynaklar boliimiinde kaynaklar alfabetik sira i¢inde verilmelidir. Kaynaklarin “Kaynakc¢a”
baslig1 altinda gosterimi sirasinda asagidaki bicime uyulmalidir:

1-Eger kaynak gosterme kongre/konferans bildirisinden yapilmis ise:

Caglar, E. (1998). Erkek hentbolcularda kendini fiziksel algilama ve kayg diizeyi. 5.
Uluslararasi Spor Bilimleri Kongresi. 5-7 Kasim, Ankara.

2- Eger kaynak gosterme “siireli yayinlardan” (Dergilerde basilmis makaleler) yapilmis

Karatay, H. (2015). Elestirel Diisiinme ve Okuma Aliskanlig1 Becerilerinin Gelistirilmesi I¢in
Edebiyat Halkasi: Kitap Elestirisi Modeli, Milli Egitim Dergisi, 44 (208), 6-17.

3- Eger kaynak gsosterme basih “kitaplardan” yvapilms ise:

Ekiz, D. (2003). Egitimde Arastirma Yontem ve Metotlarina Giris: Nitel, Nicel Ve Elestirel
Kuram Metodolojileri, An1 Yayincilik, Ankara

4- Eger kaynak gosterme “lisansiistii tezlerden” vapilmis ise:

Kaya, N. (2012). 1923-2008 Tiirkiye’de Cografya Ogretimi: Program, Ders Kitaplari ve
Ogretmen Egitimi Boyutu (Yaymnlanmamis Doktora Tezi). Gazi Universitesi, Egitim
Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

5- Eger kaynak gosterme “kurumsal rapor veva vayinlardan” vapilmis ise:

Tiirkiye Saghk Bakanligi. (2014). Tiirkiye Saglk Istatistikleri Yilligi 2013. Sentez
Matbaacilik ve Yayincilik, Ankara

DIE (Devlet Istatistik Enstitiisii). (1995). Tiirkiye Istatistik Yillig: 1994. DIE Matbaast,
Ankara

6- Eger kaynak gosterme “internet sitesindeki online vayinlardan” yvapilmis ise:

Yazarin soyadi, Yazarin adinin bas harfi. (Yayinlanma veya giincellenme yil1). Baslik. Cilt,
Sayi, Sayfa no, Alinma tarihi, internet adresi

Kaya, N. (2015). Cografya Egitiminde Aktif Ogrenme ve Ogrenci Merkezli Yaklasima
Tarihten Iki Ornek, Milli Egitim Dergisi, 44 (205), 150-169, Erisim tarihi: 12.10. 2015,
http://dhgm.meb.gov.tr/yayimlar/dergiler/Milli Egitim Derqisi/205.pdf

TUBITAK (2015). 46. Ortacgretim Ogrencileri Arastirma Projeleri Yarismasi Proje Rehberi
2015, Erisim tarihi: 12.11.2015,
http://www.tubitak.gov.tr/sites/default/files/2204_proje_kitapcik.pdf

7- Eger kaynak gosterme bir “ansiklopediden” yvapilmis ise:

Akiin, O. F. (1992). Divan edebiyati. Diyanet Vakfi Islam Ansiklopedisi (398-422). Istanbul:
Tiirkiye Diyanet Vakfi.
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http://dhgm.meb.gov.tr/yayimlar/dergiler/Milli_Egitim_Dergisi/205.pdf
http://www.tubitak.gov.tr/sites/default/files/2204_proje_kitapcik.pdf

8- Kisisel goriismeden alinti (amac¢h miilakatlar degil):
Kisisel goriismeler metinde belirtilmeli fakat kaynakc¢ada yer almamalidir. (Demiral, H.,
kisisel gériisme, Eyliil 2015).

9- Eger kaynak gosterme bir “editorlii kitaptan” yvapilmuis ise:

Kitap i¢indeki boliim yazarinin,
Soyadi, Adinin ilk harfi (y1l). Bolim basligi, kitabin bashigi, editor(ler): ad, soyad, yayimevi,
sayfalar.

Artvinli, E.; Martinha, C. (2014). Cografya Miifredatinda CBS: Tiirkiye ve Portekiz’in
Karsilastirilmasi, Avrupa’da Yenilik¢i Cografi Ogrenme: 21. Yiizyil i¢in Yeni Zorluklar.
Editorler: Rafael de Miguel Gonzalez ve Karl Donert, Cambridge Scholars Publishing,
121-140.

10- Eger kaynak gosterme “Gazete Makaleleri ve haberlerinden” yapilmis ise:

Yazan Belli Gazete Makalesi veya Haberi:

Yazarin soyadi, Yazarin adinin bas harfi. (Tam yayin tarihi-giin/ay/yi1l). Makalenin adi.
Gazetenin Adi. Sayfa aralig, iilke. (internetten alindi ise ilave olarak)Erigim tarihi, web
sitesi tam linki.

Yazarn Belli Olmayan Gazete Makalesi veya Haberi:
Makale veya haberin bagligi. (Tam yayn tarihi-giin/ay/yil). Gazetenin adi, sayfa numarasi,
Ulke. (internetten alind1 ise ilave olarak) Erisim tarihi, web sitesi tam linki.

11-Tek yazarh kaynak gosterimi
Karademir, E. (2009). Fizikte kullanilan 6zel deney tasarimlarinin uygulanmasi. Ulusal Fizik
Egitimi Dergisi, 5 (2), 171-189.

12-Cok yazarh kaynak gosterimi
Karademir, E., DurrT]az, A.; lleri, N. (2008). Cam yapilarin dayaniklilik o&lgiimlerinin
belirlenmesi. Fizikte Ozel Konular Dergisi, 17 (3), 98-113.

Ekler

Ana metin icerisinde yer almalar1 halinde konuyu dagitan veya ¢ok uzun metinlerden olusan,
cesitli arastirma bulgularina dayali cok uzun tablolar, rakamlardan olusan seriler veya bir ise
ait genisletilmis tablolar vb. EKLER boliimiinde verilebilir. Ayrica arastirmayr yapmak i¢in
alinan yasal izinler, yazigmalar, gerekirse e-posta drnekleri de burada gosterilmelidir. Bu tiir
eklerin her biri i¢in uygun bir baslik segilerek bunlar metin igerisinde gegis siralarina gore "EK
1., Ek 2., Ek 3.,..." seklinde, her biri ayr1 bir sayfadan baslayacak sekilde yer almalidir.
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ORNEK MATEMATIK PROJESi RAPORU

Proje Adi:
SEK SEK OYUNUNDAN SONLU GEOMETRIYE

1. Girig

Matematik aksiyomatik sistemleri inceleyen bir bilimsel disiplin olarak tanimlanabilir(Olgun, 2003). Aksiyomlar,
ispati gerekmeyen veya dogrulugu kabul edilen 6nermeler olup aksiyom sistemi ise aksiyomlar toplulugunun bir
mantik sistemiyle olusturdugu yapiya denir. Aksiyom sistemleri, bazi aksiyomlarin gelisiglizel biraraya gelerek
olusturdugu bir topluluk degildir. Olusturulan aksiyom sisteminin uyumluluk ve bagimsizlik 6zeliklerini saglamasi
gerekir. Aksiyom sisteminden elde edilen model sonlu sayida nokta ve dogrudan olusuyorsa sonlu geometri
olarak tanimlanir (Edward & Stephan, 2004). En yaygin bilinen sonlu geometri érnekleri Dort- nokta Geometrisi,
Fano geometrisi ve Young geometrisidir. Bunlardan Young geometrisi ile Fano geometrisi bes aksiyomdan olusup
ilk dort aksiyomlari ayni sadece besinci aksiyomlari farkli oldugu halde modelleri incelendiginde birbirinden
oldukga farkli iki geometri oldugu gériilmektedir (Edward & Stephan, 2004). Ornegin Fano geometrisinde 7 nokta
ve 7 dogru varken Young geometrisinde 12 dogru ve 9 nokta vardir. Sonlu geometrilerin sonlu sayida nokta ve
dogru icermesi ve aksiyomlar ile tanimlanmasi fikrinden yola ¢ikarak sonlu sayida hareketle sinirlandigi ve sonlu
sayida kare icerdigi icin “sek sek oyununun kuralina bagl aksiyom sistemleri gelistirilebilir mi ?” sorusuna cevap
aranmaya calisiimistir.

Sek sek oyunu, yere tebesir ile birbirini izleyen kareler, cemberler ya da elipslerin c¢izilmesi ve
numaralandiriimasiyla oynanan bir tiir sokak oyunudur. Pek ¢ok cesidi bulunan bu oyunun bir tiirtinde ise kural; 0
noktasinda bulunan oyuncu, tasi attiktan sonra karelere isabet ederse tas atma sirasi 6bir oyuncuya geger (bknz.
Sekil 1). Atis basariliysa oyuncu tek ayagi lzerinde sekerken, oyuncu tasin bulundugu karenin stliinden atlarken
iki karenin yanyana oldugu 3 ve 4 numaral karelerde ayni anda birer ayagi ile her iki karenin icine basar, 5.
karede her iki ayagi ile basarak oyunu bitirir. 3. ve 4. kareler yan yana olduklari icin bu karelere tas gelince,
yandaki kareye tek ayakla basilir. Bu calismada bes kareli Sekil 1 de verilen sablon ile calisilacaktir.

Sekil 1. Sek sek oyunu sablonu

Literattrde farkli aksiyom sistemi ornekleri verilerek tutarliligi ve bagimsizligi incelenmistir (Edward & Stephan,
2004; Olgun, 2003; Buekenhout, 1995). Burada ise bir oyunun kuralindan elde edilen modellerden yola gikarak
aksiyom sistemlerinin olusturulmasi agisindan farkli bir yol izlenmistir. Bu sekilde elde edilen bagimsiz aksiyom
sistemlerine karsilik gelen farkl sonlu geometri 6rnekleri arasindaki iliskiler incelenmistir.

1.1. Amag

Bu calismada sek sek oyunundaki oyunun kuralina bagh olarak olusan sonlu geometri 6rneklerini elde etmek ve
bunlarin es yapili olanlarini belirlemek amaglanmistir. Bu amagla oyunun kuralina bagh olarak elde edilen
modellere karsilik gelen aksiyom sistemlerinin 6zelikleri incelenmistir.

2. Yontem
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2.1. Sek Sek oyunu ile Sonlu Geometrinin iliskilendirilmesi

Bu ¢calismada Sekil 1 de da verilen bes kareden olusan oyun sablonu gz 6niine alinmistir. Bu model lzerinde sek
sek oyununun kurali dogrultusunda, 6rnegin tasin birinci kutuda olmasi durumunda oyuncu baslangi¢ noktasi
olan 0 dan baslayarak birinci kutunun Gzerinden sekerek sirasiyla 2. kutuya, 3. ve 4. kutuya birlikte ve son olarak
5. kutuya atlayacaktir. Bu durum bir model olarak Sekil 2 de gésterilmistir. Bu model de baslangi¢ noktasi dahil
olmak tizere ziplanan kutular birer nokta, ziplama hareketiyle alinan yollar birer dogru olarak tanimlanabilir.

Tasin konumuna gore elde edilecek modelleri géz 6niline alinarak aksiyom sistemleri olusturulmustur. Bu
aksiyom sistemlerinin uyumlu ve bagimsiz oldugu dogrudan ispat yontemi ile gésterilmistir. Elde edilen modeller
ve aksiyom sistemleri karsilastirilarak es yapili olanlar ispatlanmistir. Modellerden ulasilan aksiyom sistemlerinin
birer sonlu geometri oldugu gosterilmistir. Bu sonlu geometrilerin birer yaklasik lineer uzay oldugu ispatlanmistir.

3. Bulgular
3.1. Sonlu Geometri 1 igin aksiyom sistemi

Tas 1 numarali karede iken Model 1:

Oyunun kuralina bagh olarak 0 numaradan baslanarak 1. kareden sekilerek 2. kareye atlanir. Daha sonra 3. ve 4.
kareye ayni anda birer ayakla basilir. Son olarak 5. kareye iki ayakla birlikte atlanarak bitirilir. Bu kurala bagl Sekil
2 deki model elde edilir.

Sekil 2. Tas 1. karede iken oyun igin bir model 1

Sekil 2 de ki alti noktanin olusturdugu noktalar kiimesi N, ziplama hareketlerini gésteren yollar dogru olarak
alindiginda elde edilen bes dogru kiimesi D ile gosterilecektir. Buna gore model 1, (N,D) ile gosterilecektir. Tablo
1 de model 1 in noktalar kiimesinin ve dogrular kiimesinin elemanlari verilmistir. Dogrular noktalardan olustugu
icin Tablo 1 de her bir dogru lzerindeki noktalar yardimiyla tanimlanmistir.

Tablo 1. Model 1 den elde edilen nokta ve dogrular

Noktalar Dogrular

01,2345 {0,2}, {2,3}, {2,4},{3,5}, {45}

Model 1 i saglayan asagidaki aksiyom sistemi yazabiliriz.

Aksiyom sistemi 1:

A1) 6 nokta ve 5 dogru vardir.
A2) Bir noktadan en gok Ui¢ dogru geger.
A3) Her dogru Uzerinde iki nokta vardir.

A4) Farkl iki noktayi birlestiren en ¢ok bir dogru vardir.
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Uyumlu Aksiyom Sistemi: Aksiyom sistemini saglayan bir (N,D) modeli bulunabiliyorsa uyumlu aksiyom sistemi
aksi halde uyumsuz aksiyom sistemi denir(Batten,1986).

Teorem 1: Aksiyom sistemi 1 uyumludur.

ispat: Aksiyom sistemini saglayan en az bir model varsa aksiyom sistemi uyumlu oldugundan bu sistem Sekil 2
deki modelden elde edildigi icin uyumlu bir aksiyom sistemidir.

Bagimh Aksiyom Sistemi: Bir aksiyom sisteminde aksiyomlardan biri diger aksiyomlardan elde edilebiliyorsa bu
aksiyom sistemine bagimli aksiyom sistemi denir. Aksi halde bagimsiz aksiyom sistemi denir (Batten, 1986).

Teorem 2: Aksiyom sistemi 1 bagimsizdir.
ispat: Teoremin ispati igin her bir aksiyomun digerlerinden bagimsiz oldugunu géstermek gerekir.

Once A1 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gésterelim. Bunun icin A2, A3, A4 aksiyomlarini saglayan
A1l aksiyomunu saglamayan bir (N,D) modeli bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={@ @ (1,20 & 0 2,30 B A 8,45 M@ B B4,5B)M & 05,60 B & @b, 1@ alalim.

Sekil 3. A1 aksiyomunun bagimsizligini gésteren model

Sekil 3 de U=(N, D) modeli, A2, A3, A4 aksiyomlarini saglar fakat model de 6 dogru oldugu i¢cin Al aksiyomu
saglanmaz. O halde Al aksiyomunun diger aksiyomlardan bagimsizdir.

Simdi A2 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun igin Al, A3, A4 aksiyomlarini
saglayan A2 aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={Ig B 1,205 B £,30E B f,456 B FlL,50E B 5 alalm.

Sekil 4. A2 aksiyomunun bagimsizligini gésteren model

Sekil 4 de U=(N, D) modeli, A1, A3, A4 aksiyomlarini saglar fakat model de 1 noktasindan dort dogru gectigi
icin A2 aksiyomu saglanmaz. O halde A2 aksiyomunun diger aksiyomlardan bagimsizdir.

A3 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun icin Al, A2, A4 aksiyomlarini saglayan A3
aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={I @ [1,2,300 @ E,550F B @,65F A B,58 7 & 4,560 alaim.
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Sekil 5. A3 aksiyomunun bagimsizligini gésteren model

Sekil 5 de U=(N, D) modeli, A1, A2, A4 aksiyomlarini saglar fakat model de G¢ noktali dogrular oldugu icin A3
aksiyomu saglanmaz. O halde A3 aksiyomunun digerlerinden bagimsizdir.

A4 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun igin A1, A2, A3 aksiyomlarini saglayan A4
aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={Ig B 1,205 B B,20F B @466 B F1,30E B 6B,4Malalm.

Sekil 6. A4 aksiyomunun bagimsizligini gésteren model

Sekil 6 da U=(N, D) modeli, A1, A2, A3 aksiyomlarini saglar fakat model de iki noktay! birlestiren iki dogru
oldugundan A4 aksiyomu saglanmaz. O halde A4 aksiyomunun digerlerinden bagimsizdir.

Dort adimda her bir aksiyom diger aksiyomlardan bagimsiz oldugu gosterildigine gore aksiyom sistemi
bagimsizdir.

Tas 2 numarall karede iken Model 2:

Tas 2 numarali karede iken oyunun kuralina bagli olarak 0 numaradan baslanarak 1. kareye atlanirken 2. kareden
sekilerek 3. ve 4. kareye ayni anda birer ayakla basilir. Son olarak 5. kareye iki ayakla birlikte atlanarak bitirilir. Bu
kurala bagh Sekil 7 deki model elde edilir.

/\

Sekil 7. Tas 2. karede iken oyun igin bir model

Sekil 7 de ki model 2 (N’,D’) ile gosterilsin. Tablo 2 de model 2 nin noktalar kiimesinin ve dogrular kiimesinin
elemanlari verilmistir. Dogrular noktalardan olustugu icin Tablo 2 de her bir dogru lzerindeki noktalar yardimiyla
tanimlanmistir.

Tablo 2. Model 2 den elde edilen nokta ve dogrular
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Noktalar Dogrular

01,2345 {0,1}, {1,3}, {1,4},{3,5}, {45}

Tablo 1 ve tablo 2 de nokta ve dogru sayilarinin esit oldugu gérilmektedir.
iki Modelin izomorflugu(Es Yapili Olmas):

Bir aksiyom sisteminin iki modelinin noktalari ve dogrular kiimesi belirli iken noktalari noktalara ve dogrulari
dogrulara donustiiren bire-bir ve 6rten bir fonksiyon varsa ve bu donlisim Uzerinde bulunma bagintisini
koruyorsa bu iki model izomorftur(es yapilidir) denir (Batten ve Beutelspacher, 1993).

Teorem 3: Model 1 ve model 2 izomorftur.

ispat: model 1 in ve model 2 nin noktalar ve dogrular kiimesi arasinda asagidaki tabloda verilen f fonksiyonunu
gbz 6nline alalim.

Tablo 3.

Model 1 ve model 2 nin noktalari ve dogrulari arasinda tanimlanan fonksiyon

f: N={0,1,2,3,4,5-N={0,1,2,3,4,5} f: D={{0,2}, {2,3}, {2,4},3,5}, {4,5}}— D’={{0,1}, {1,3},
{1,4},3,51{4,5}}

f0)=0, f(1)=2 f(2)=1 f({0,2})={0,1}, f({2,3})={1,3}, f({2,4})={1,4},

f3)=3,  fl4)=4 ve - -

£(5)=5 f({3,5})={3,5}, f({4,5})={4,5}

Model 1 in her P noktasi ve her | dogrusu igin f(P) ve f(I) model 2 de bir nokta ve bir dogrudur. f fonksiyonu
birebir ve ortendir. Ayrica Model 1 de P noktasi | dogrusu lizerinde iken f(P) noktasida f(I) dogrusu lizerindedir. f
fonksiyonu Gzerinde bulunmayi korur. O halde model 1 ve model 2 izomorftur (es yapilidir).

Sonug 1: Tas 1 numarali ve 2 numarali karede iken elde edilen modeller ayni aksiyom sistemi ile temsil edilir.
3.2. Sonlu Geometri 2 i¢in aksiyom sistemi

Tas 3 numarall karede iken Model 3:

Tas 3 numarali karede iken oyunun kuralina bagh olarak 0 numaradan baslanarak sirasiyla 1., 2., 4. ve 5. kareye
atlanir. Bu kurala bagh Sekil 8 deki model 3 elde edilir.

Sekil 8. Tas 3. karede iken oyun igin bir model 3

Sekil 8 de ki model 3, (N,D) ile gosterilsin. Tablo 4 de model 3 Uin noktalar kiimesinin ve dogrular
kiimesinin elemanlari verilmistir. Dogrular noktalardan olustugu icin Tablo 4 de her bir dogru lGizerindeki noktalar
yardimiyla tanimlanmistir.

28

66



Tablo 4. Model 3 den elde edilen nokta ve dogrular

Noktalar Dogrular

01,2345 {0,1}, {1,2}, {2,4},{4,5}

Model 3 (i saglayan asagidaki aksiyom sistemi yazilabilir.

Aksiyom sistemi 2:

A1) 6 nokta ve 4 dogru vardir.

A2) Bir noktadan en gok iki dogru geger

A3)Her dogru lzerinde iki nokta vardir.

A4) Farkli iki noktay birlestiren en ¢ok bir dogru vardir.
Teorem 4: Aksiyom sistemi uyumludur.

ispat: Aksiyom sistemini saglayan en az bir model varsa aksiyom sistemi uyumlu oldugundan bu sistem Sekil 8
deki model 3 den elde edildigi igin uyumlu bir aksiyom sistemidir.

Teorem 5: Aksiyom sistemi 2 bagimsizdir.
ispat: Teoremin ispati igin her bir aksiyomun digerlerinden bagimsiz oldugunu géstermek gerekir.

Once A1 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gdésterelim. Bunun igin A2, A3, A4 aksiyomlarini saglayan
A1l aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={0,1,2,3,4,5} ve
D={@ = M,10F = A,20F = @,20F = B,40 5 = B4, 58 alalim.

U=(N, D) modeli, A2, A3, A4 aksiyomlarini saglar fakat bu model de 5 dogru oldugu igin Al aksiyomu saglanmaz.
O halde A1 aksiyomunun digerlerinden bagimsizdir.

Simdi A2 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun igin Al, A3, A4 aksiyomlarini
saglayan A2 aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={@ = M,10F = A,20F = 0,20 F = 0,33 alalim.

U=(N, D) modeli, A1, A3, A4 aksiyomlarini saglar fakat bu model de 0 noktasindan Ug¢ dogru gectigi i¢cin A2
aksiyomu saglanmaz. O halde A2 aksiyomunun digerlerinden bagimsizdir.

A3 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun igin A1, A2, A4 aksiyomlarini saglayan A3
aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={@ = ™,1,20F = 0,4,605 = A,58 5 = @,3,48 alalim.

U=(N, D) modeli A1, A2, A4 aksiyomlarini saglar fakat bu model de g noktali dogrular oldugu igin A3 aksiyomu
saglanmaz. O halde A3 aksiyomunun digerlerinden bagimsizdir.

A4 aksiyomunun digerlerinden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun igin A1, A2, A3 aksiyomlarini saglayan A4
aksiyomunu saglamayan bir model bulmak yeterli olacaktir.

N={1,2,3,4,5,6} ve
D={@ = @A,20F = A,20F = @,6Q5 = BA,33 alalim.

U=(N, D) modeli, A1, A2, A3 aksiyomlarini saglar fakat bu model de iki noktay birlestiren iki dogru oldugundan
A4 aksiyomu saglanmaz. O halde A4 aksiyomunun digerlerinden bagimsizdir.

O halde her bir aksiyom diger aksiyomlardan bagimsiz oldugu gosterildigine gore aksiyom sisteminin bagimsiz
oldugu ispatlanmis olur..
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Tas 4 numarall karede iken Model 4:

Tas 4 numarali karede iken oyunun kuralina bagh olarak 0 numaradan baslanarak sirasiyla 1., 2., 3. ve 5. kareye
atlanir. Bu kurala bagh Sekil 9 daki model 4 elde edilir.

5

4

/
\2
|
f

Sekil 9. Tas 4. Karede iken oyun igin bir model 4

Sekil 9 da ki model 4, (N’,D’) ile gosterilsin. Tablo 5 de model 4 in noktalar kiimesinin ve dogrular
kiimesinin elemanlari verilmistir. Dogrular noktalardan olustugu icin Tablo 5 de her bir dogru lGizerindeki noktalar
yardimiyla tanimlanmistir.

Tablo 5. Model 4 den elde edilen nokta ve dogrular

Noktalar Dogrular

01,2345 {0,1}, {1,2}, {2,3},{3,5}

Tablo 4 ve tablo 5 de nokta ve dogru sayilarinin esit oldugu gérilmektedir.
Teorem 6: Model 3 ve Model 4 izomorftur.

ispat: Model 3 in ve model 4 (in noktalar ve dogrular kiimesi arasinda asagidaki tabloda verilen f fonksiyonunu
gbz 6nline alalim.

Tablo 6. Model 3 ve model 4 iin noktalari ve dogrulari arasinda tanimlanan fonksiyon

f:N={0,1,2,3,4,5} - N’={0,1,2,3,4,5} f:D={{0,1},{1,2},{2,4},{4,5}} —

D’={{0,1}, {1,2}, {2,3},{3,5}}
fl0)=0, f(1)=1 f(2)=2 f({0,2)={0,1}, f({1,2})={1,2}, f({2,4})={2,3},
f(3)=4; ,f(4)=3 Ve.f(5)=5 f({4,5})={3,5}

Model 3 in her P noktasi ve her | dogrusu igin f(P) ve f(I) model 4 de bir nokta ve bir dogrudur. F fonksiyonu
birebir ve 6rtendir. Ayrica model 3 de P noktasi | dogrusu tzerinde iken f(P) de f(l) Gizerindedir. f fonksiyonu
Uzerinde bulunmayi korur. O halde model 3 ve model 4 izomorftur (es yapilidir).

Sonug 2: Model 3 igin elde edilen aksiyom sistemi 2, model 4 G saglar.
3.3. Sonlu Geometri 3 icin aksiyom sistemi

Tas 5 numarall karede iken Model 5:

Tas 5 numarali karede iken oyunun kuralina bagh olarak 0 numaradan baslanarak sirasiyla 1., 2., 3. ve 4. kareye
atlanir. Bu kurala bagh Sekil 10 daki model 5 elde edilir.
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Sekil 10. Tas 5. Karede iken oyun igin bir model 5

Sekil 10 da ki model 5, (N,D) ile gosterilsin. Tablo 7 de model 5 in noktalar kiimesinin ve dogrular kiimesinin
elemanlari verilmistir. Dogrular noktalardan olustugu igin Tablo 7 de her bir dogru lizerindeki noktalar yardimiyla
tanimlanmistir.

Tablo 7. Model 5 den elde edilen nokta ve dogrular

Noktalar Dogrular

01,2345 {0,1}, {1,2}, {2,4},{2,3}

Model 5 i saglayan asagidaki aksiyom sistemi yazilabilir.

Aksiyom sistemi 3:

A1) 6 nokta ve 4 dogru vardir.

A2) Bir noktadan en ¢ok Ui¢ dogru geger

A3)Her dogru UGzerinde iki nokta vardir.

A4) Farkli iki noktay birlestiren en ¢ok bir dogru vardir.
Teorem 7: Aksiyom sistemi 3 uyumludur.

ispat: Aksiyom sistemini saglayan en az bir model olmasi varsa aksiyom sistemi uyumlu oldugundan bu sistem
Sekil 10 daki model 5 den elde edildigi icin uyumlu bir aksiyom sistemidir.

Teorem 8: Aksiyom sistemi bagimsizdir.
ispat: Teorem 3 ve teorem 5 ispatina benzerdir.
Teorem 9: Model 4 ve model 5 izomorf degildir.

ispat: Her iki modelde de alti 6 nokta dort dogru vardir. iki modelin noktalari ve dogrulari arasinda birebir érten
bir fonksiyon tanimlanabilir. Fakat (izerinde bulunma sarti saglanmaz. Ornegin model 5 de 2 noktasindan (g
dogru gectigi halde model 4 de boyle bir nokta yoktur. O halde bu iki model izomorf olamaz.

Sonug 3: Aksiyom sistemi 1, Aksiyom sistemi 2 ve Aksiyom sistemi 3 birer sonlu geometridir.

ispat: Her bir aksiyom sisteminde sonlu sayida nokta ve dogru oldugundan birer sonlu geometridirler.

Yaklasik Lineer Uzay: N noktalar kiimesi D dogrular kiimesi olmak {izere asagidaki aksiyomlari saglayan S=(N,D)
yapisina bir yaklasik lineer uzay denir (Batten, 1986).

YL1) Her dogru Uzerinde iki nokta vardir.
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YL2) Farkli iki noktayi birlestiren en ¢ok bir dogru vardir.
Teorem 10: Aksiyom sistemi 1, Aksiyom sistemi 2 ve Aksiyom sistemi 3 birer yaklasik lineer uzaydir.

ispat: Her iki aksiyom sisteminde A3 ve A4 aksiyomlari yaklasik lineer uzay aksiyomlari ile ayni oldugundan sek
sek oyununun kuralina gore tasin farkli karelerde olmasina bagh elde edilen her bir aksiyom sistemi ayni
zamanda bir yaklasik lineer uzaydir.

4. Sonug ve Tartisma

Bu calismada sek sek oyunundaki oyunun kuralina bagh olarak olusan sonlu geometri 6rneklerini elde etmek ve
bunlarin es yapili olanlarini belirlemek amaciyla oyunun kuralina bagl olarak elde edilen modellere karsilik gelen
aksiyom sistemlerinin 6zelikleri incelenmistir. Bu incelemede, Sekil 1 de verilen oyun sablonu model alinmistir.
Bu model de baslangi¢ noktasi dahil olmak Gzere ziplanan kutular birer nokta, ziplama hareketiyle alinan yollar
birer dogru olarak tanimlandi. Buna goére 5 kareden olusan bir sablonla oynanan sek sek oyunundan elde edilen
modellerde baslangi¢c noktasi dahil 6 nokta belirlenmistir. Dogrular ise sirasiyla tasin 1 numarali karede, 2
numarall karede,..., 5 numarali karede olmasina gore degisecegi icin tim durumlar bir modelle temsil
edildiginde toplamda 5 model olusmustur. Bu modellerden tasin 1 ve 2 de olmasi durumuna karsilik gelen iki
model izomorf, tasin 3 ve 4 de olmasina karsilik gelen iki model izomorf olup tasin 5 de olmasi durumu bu
modellerle izomorf olmadigindan toplamda U farkli model elde edilmistir. Bu farkli modellere karsilik elde edilen
lg farkli aksiyom sistemi sirasiyla Aksiyom sistemi 1, Aksiyom sistemi 2 ve Aksiyom sistemi 3 olarak adlandiriimis
ve oyunun sablonu Gzerinde Sekil 11 de verilmistir.

4. kare Aksiyom
sistemi 3

3. kare Aksiyom 4. kare Aksiyom
sistemi 2 sistemi 2

2. kare Aksiyom
sistemi 1

1. kare Aksiyom
sistemi 1

Sekil 11. Elde edilen aksiyom sistemlerinin oyunun sablonu uzerinde 6zetlenmesi

Sekil 11 de oyun sablonu incelendiginde, 1 ve 2 numarali karelerin birbirine gore dikey konumda, birbirinin
ardigig ve ortak bir kenarlari olmasi bakimindan benzer 6zellik gdstermesinden dolayl model 1 ve model 2 nin
izomorf oldugu soylenebilir. Benzer sekilde 3 ve 4 numarali kareler birbirine gore yatay konumda, bir kenarlari
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PARCALA BIRLESTIR UCGEN YAP
Kurum: Kayseri Cetin Sen Bilim ve Sanat Merkezi
Projeyi Hazirlayanlar: Y. E. Nacar — K. R. Mavili
Proje Damismani: Zehra Cicek Akkuzu

Projenin Amaci: Bu ¢calismadaelimize aldigimiz belirli bir uzunluktaki ¢ubuklari ii¢ tamsay1
uzunluga ayirarak bu parcgalardan tiggenler elde etmek istedigimizde kag iiggen elde
edebilecegimizi bulmayr amagladik.

Giris: Konuyla ilgili yapilan literatiir taramasinda bir ¢calismada ¢evre uzunlugu 15 cm olan
ve kenarlar1 tamsayi olan kag tiggen vardir sorusu cevaplanmis ancak ¢alismada genel bir
¢oziimden bahsedilmemistir. (1). Basgka bir ¢alismada ise verilen 1,2,3,..,n uzunlugundaki
pargalardan kag tiggen elde edilebileceginin formiilii bulunmustur. (2,3).Daha 6nce ayni1 konu
ile kurumumuz matematik derslerinde tiim matematik dgrencileri ¢alismis ve bir arkadasimiz
kendi ¢6zlimii ile bu benim eserim proje yarismasina bagvurmus ve derece almisti. Bu
caligmada ise konuya bu ¢alismadan farkli sekilde yaklasilmis ve ¢ok uzun bir ¢6zliim yontemi
Onerilmistir. Bir ii¢ basakli ¢cevre uzunlugu i¢in ¢6ziim iki sayfa siirmektedir. Bu ¢alismadaki
gibi tam bir formiil bulunamamustir. (4)

Yontem: Oncelikle biz bu problemde bize verilen herhangi bir ¢cevre uzunlugundan bu ¢evre
uzunluguna bagli olarak kag tane liggen olusturabilecegimizi bulmak istiyoruz. Bunun i¢in
cevre uzunlugu 3, 4, 5, 6,...12,13,14.. .olarak verilen tiggenlerle ¢alismaya baglamak istedik
ve bu uzunluklari toplamlar1 ¢evre uzunlugu edecek sekilde kiiclikten biiylige sistematik
olarak ii¢ pozitif tamsayiya ayirdik.(Diger kenarlar igin de denedik fakat asagiya sadece g¢evre
uzunlugu 12, 13 ve 14 olanlar yazdik.) Amacimiz bu tigliileri bulup i¢lerinden kenar
bagintisina gore licgen olusturmayanlari ¢ikarmakti.

Cevresi 13 olan biitiin
tcliiler

Cevresi 12 olan biitiin ‘ ‘ Cevresi 14 olan biitiin

ticliiler

1KU 2KU. 3.KU.

tucliiler

1.KU 2KU. 3.K.U.

1L.KU 2KU. 3.KU.

1 1 10 1 1 11 1 1 12
1 2 9 1 2 10 1 2 11
1 3 8 1 3 9 1 3 10
1 4 7 1 4 8 1 4 9
1 5 6 1 5 7 1 5 8
2 2 8 1 6 6 1 6 7
2 3 7 2 2 9 2 2 10
2 4 6 2 3 8 2 3 9
2 5 5 2 4 7 2 4 8
3 3 6 2 5 6 2 5 7
3 4 5 3 3 7 2 6 6
4 4 4 3 4 6 3 3 8
3 5 5 3 4 7

4 4 5 3 5 6

4 4 6

4 3 3
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Once 1. Kenari 1 olan kag ii¢lii oldugunu hesaplamamiz gerekiyordu. Her ¢evre uzunlugu igin
en kiigiik kenarlarina gore olusturulabilecek biitiin tigliileri hesapladik. Bunun i¢in 6nce ¢evre
uzunlugundan en kii¢iik kenar1 ¢ikardik. Boylece kalan iki kenarin toplaminin kag olmasi
gerektigini bulduk. Bu toplami kag farkli ikiliye ayirabilecegimizi bulmamiz gerekiyordu.
Bunu bulabilmek i¢in bu iki Kenarin toplami sabit olacak sekilde, aralarindaki farkin en fazla
kac olabilecegine baktik.

Cevre uzunlugumuz n olsun.Birinci kenar 1 ise kalan iki kenarin uzunluklar1 toplami n-1 olur.
n-1 sayisini, farklar1 en fazla olacak sekilde ikiye ayirmamiz i¢in bu iki sayidan birini 1
almamiz gerekiyordu. Sayilarda biri 1 olursa ve toplamlari n-1 ise diger say1 n-2 olmalidir. O
zaman bu iki say1 arasindaki fark en fazla n-1-2 yani n-3 olur.

Ayni seyi diger 1. Kenarlar i¢in denedik. Genel olarak;
Cevre uzunlugu n, 1. Kenar uzunlugu k olsun.

O zaman 1. Kenar cikarildiginda kalan kenarlarin uzunluklari toplami1 n-k dir. Bu iki kenarin
farki en fazla n-k-2k = n-3k olur.

Cevresi 14 olan biitiin tigliiler
2. ve 3. Kenarlar

e Arasindaki fark
1 1 12 11
1 2 11 9
1 3 10 7
1 4 9 5
1 5 8 3
1 6 7 1
2 2 10 8
2 3 9 6
2 4 8 4
2 5 7 2
2 6 6 0
3 3 8 5
3 4 7 3
3 5 6 1
4 4 6 2
4 5 5 0

Yani n-3K ¢ift ise bu ve bundan kiigiik kag ¢ift say1 oldugunu, tek ise bu ve bundan kiiciik kag
tek say1 oldugunu bulmamiz gerekti. Bunu (n-3k)/2+1’nin tam degeri ile bulduk. Yani her bir
farkli 1. Kenar i¢in [(n — 3k)/2 + 1] tane farkli tiglii vardir.

O zaman herhangi bir ¢evre uzunlugunun kag farkl tiglitye ayrilabilecegini bulmak i¢in her 1.
Kenar i¢in buldugumuz ti¢liileri toplamamiz gerekir.Burada 1. Kenar en kiigiik 1
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olabilecekken en biiyiik kag olabilecegini bulabilmemiz gerekir. Ugliileri kiiciikten biiyiige
siral1 yazdigimiz i¢in 1. Kenar en fazla ¢evrenin iicte birinin tam degeri kadar olabilir.
Buradan herhangi bir n ¢evre uzunlugu i¢in olusturulabilecek tiim tigliilerin sayisini sdyle
bulduk.

[n/3]

D )

k=1
Her ¢evre uzunlugu i¢in 6nce bu uzunlugu igliilere ayirdik. Simdi aralarindan liggen
olusturmayanlar1 ¢ikarmak icin her ¢gevre uzunlugu i¢in liggen olusturmayan ticliileri

belirledik.

Bunun i¢in 6nce artan ¢evre uzunluklari i¢in liggen olusturmayan figliileri tabloya kiigiikten
bliylige sistematik bir sekilde yazdik.

Cevresi 12 olan Cevresi 13 olan Cevresi 14 olan
licgenolusturmayaniicliiler iicgenolusturmayan iicliiler licgenolusturmayan iicliiler
1.KU 2K.U. \ 3.K.U. 1.K.U \ 2.KU. 3.KU. 1KU 2KU. 3KU.
1 1 10 1 1 11 1 1 12
1 2 9 1 2 10 1 2 11
1 3 8 1 3 9 1 3 10
1 4 7 1 4 8 1 4 9
1 5 6 1 5 7 1 5 8
2 2 8 2 2 9 1 6 7
2 3 7 2 3 8 2 2 10
2 4 6 2 4 7 2 3 9
3 3 6 3 3 7 2 4 8
2 5 7
3 3 8
3 4 7

Biz 1. kenar1 en kiiciik kenar olarak aldigimiz i¢in, kenar bagintisina gore bir ti¢liiniin

licgen olusturamamasi icin diger iki kenarin farki 1. kenara esit veya 1. Kenardan biiyiik
olmaliydi. Burada 1. Kenar1 1 olan ve iiggen olusturmayan kag tli¢lii oldugunu hesapladik.

Bunun i¢in ¢evreden 1. Kenar ¢ikarildiginda kalan iki kenarin farklarinin en ¢ok ve en az kag
olduguna baktik.2. ve 3. Kenarlar arasindaki fark 2ser 2ser azaldigi i¢in aralarindaki farkin en

az ve en c¢ok kac¢ oldugunu bilirsek terim sayisi formiiliiyle kag tiggen olusturmayan ticlii
bulundugunu bulabiliriz.

Cevre uzunlugumuz yine n ve 1. Kenar uzunlugumuz 1 olsun. O zaman yine 1. Kenar
cikarildiginda kalan kenarlarin uzunluklari toplami n-1 olur. Bu iki kenarin farkinin en biiyiik
olmast i¢in bu iki kenardan birinin k olmasi gerekir. Toplamlarinin n-1 olmasi gerektiginden
ve bu iki kenardan biri 1 oldugundan diger kenar n-2 dir. O zaman bu iki kenarin farklar1 en

fazla n-2-1den n-3 tiir.

Ayni seyi diger 1. Kenarlar i¢in denedik. Genel olarak;
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Cevre uzunlugu n, 1. Kenar uzunlugu k olsun.

O zaman 1. Kenar ¢ikarildiginda kalan kenarlarin uzunluklari toplami n-k dir. Bu iki kenarin
farki en fazla n-k-2k dan n-3k olur.

Simdi bu iki kenarin farklarinin en az kag olabilecegini incelememiz gerekiyor.
Bu iki kenar arasindaki en kii¢iik fark ¢evre tek iken k+1 e ¢ift iken k ye esitti. Bu yiizden
terim sayis1 formiiliinii tam deger ile birlikte kullandik.

n-3k en biiyiik terim(2. Ve 3. Terim arasindaki maksimum fark), k en kii¢tik terim(2. Ve 3.
Terim arasindaki minimum fark) ve artig miktar1 2 olmak {izere bu aritmetik dizide

(n-3k)—k
2

+1

Terim bulunur.
Fakat en kiiciik terim ¢evre tek ve ¢ift iken farkli oldugu igin tam deger kullandik ve su hale
getirdik:

[[(n—szk)—k]]_l_ 1

Bunu daha diizenli hale getirmek istersek:

==

=[|2 — 2k]+1
|2 1

=3[ k- 1) dir.

Bu sekilde 2. Ve 3. Kenar arasindaki minimum farkin ¢evre ¢iftken ve tek iken farkli olmasi
onemli degildi.
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Bu formiilii 1. kenar en fazla kag¢ olana kadar tekrarlamamiz gerektigine bakmak i¢in her bir
cevre uzunlugu i¢in 1. Kenarlarina gore sistematik bir tablo yaptik.

N[N0 B (BR|IWWININIF -
QORI WWNN P

WWINN |-

Tabloda goriildiigii tizere 1. Kenarin alabilecegi en biiylik deger, ¢evre uzunlugu 4’ten
baslayarak dorder artirildiginda ler artiyordu.

O zaman 1. Kenar en fazla ¢evre uzunlugunun 4’te birinin tam degeri kadar olabilirdi.
Herhangi bir ¢evre uzunlugu i¢in kag tane liggen olusturmayan iiclii sayisini su sekilde
bulduk:

[n/4]

Z [[g]]— (2k- 1)

k=1

Bir ¢evre uzunlugu icin en fazla kag, liggen olusturabilen {i¢lii bulundugunu bulmak i¢in, tiim
ticliilerden liggen olusturmayanlari ¢ikarmayi planlamistik. Buradan tiggen olusturan tigliilerin
sayisint s0yle bulduk:

[n/31 [n/4]
D [F-wn]- Y - e
= k=1
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Sonuclar ve Tartisma: Bu ¢alismadaelimize aldigimiz belirli bir uzunluktaki ¢ubuklari ii¢
tamsay1 uzunluga ayirarak bu parcalardan ticgenler elde etmek istedigimizde kag tiggen elde
edebilecegimizi bulmaya calistik. Coziimii sdyle bulduk:

Bize verilen ¢ubuk uzunlugu iiggenin ¢evresini olusturacagindan ¢evre uzunluguna n dersek
bu ¢ubuktan olusabilecek kenarlari tam say1 olan {iggen sayisi su formiille bulunur;

[n/3] [n/4]
D [ -w-n]- 35l - e
= k=1
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PROJE OZETi

Bu projede bazi sayma problemleri (belirli 6zellikleri igeren sonlu kiimelerin
elemanlarini saymak) {izerinde ¢alistik.Bu konuyla ilgili {i¢ tane 1zgara problemini ele aldik;

I.PROBLEM: n pozitif bir tam say1 olmak iizere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0)
noktasindan baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek, (n,n) noktasina kag
degisik yoldan ulasabiliriz?

II. PROBLEM: Birinci problemde tanimladigimiz yollardan kag tanesi y = x dogrusunun
altinda kalir (kdsegen dahil) ?

I11.PROBLEM: n pozitif bir tam say1 olmak {izere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0)
noktasindan baslayarak kuzeye veya doguya giderek (n,n) noktasina giden yollardan kag
tanesi, yolun iki tarafinda kalan alanlar farki en ¢ok 1 br? olacak sekilde boler?

Birinci ve ikinci problemlerde yollarin sayisini tekrarli permiitasyon kullanarak
toplam sembolii ile asagidaki gibi ifade ettik:

n

2n—k N (2n — k)! .
(n—k,n—k,k) B Li(n— k)t (n— k) k! M
k=0 -
(2n —k)!
Zk! - (n—k+ 1) (2)
k=0

Uciincii problemdeki yollarin sayisim By ile gdsterelim. P(j, k, n); n’nin en ¢cok k
parcadan olusan ve j den kiiciik esit sayilar kullanilarak yazildig1 pargalanislarin sayist olmak
uzere,

n ¢ift say1 ise,
2

Bn= P(n,n, "7)

n tek sayi1 ise ,

nZ+1
2

Bn= P(n,n, )+P(n,n,%)

Bu problem i¢in kapali bir formiil bulamadik fakat istedigimiz tipteki yollarin sayisini,

bir dogal sayinin pargalaniglar cinsinden ifade ettik ve By ile Bn.1 arasindaki bagintiyr bulduk.
Ayrica n= 8 degerine kadar olan kiiciik n degerleri igin yollarin sayisin1 hesapladik.
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PROJE PLANI
Arastirma Konusu: Izgara Problemleri

l. n pozitif bir tam say1 olmak iizere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0) noktasindan
baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek (n,n) noktasina ka¢ degisik
yoldan ulasabiliriz?

Il. n pozitif bir tam say1 olmak iizere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0) noktasindan
baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek (n,n) noktasina ulasan
yollarin kag tanesi y =x dogrusunun altinda kalir (kdsegen dahil) ?

M. n pozitif bir tam say1 olmak {izere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0) noktasindan
baslayarak kuzeye veya doguya giderek (n,n) noktasina giden yollardan kag tanesi
yolun iki tarafinda kalan alanlar farki en ok 1 br? olacak sekilde boler?

Hipotezin Gelistirilmesi:

n X n boyutunda bir 1zgarada sadece kuzey ve dogu adimlarini kullanarak (0,0)
noktasindan (n,n) noktasina (27;1) degisik sekilde gidilir. Bu yollardan, y =x dogrusunun
altinda kalan yollarin sayis1 ﬁ (2:) dir. Bu dizi C, ile gosterilir ve bu sayilar, 19.ylizyilda

yasamis olan matematik¢i Eugene Catalan’ dan sonra Catalan sayilar diye adlandirilmigtir.

Bu bilgilerden esinlenerek kuzey ve dogu adimlarina kuzeydogu adimini da ekleyerek
yukarida belirtilen I. ve II. problemi ortaya attik ve sayma fonksiyonlarini elde ettik.

I. ve II. problemle ugrasirken yollarin, 1zgaranin alanini nasil boldiigii sorusu aklimiza
geldi. n ¢ift say1 ise, 1zgaranin alanini iki esit pargaya bolen yollarin sayisini; n tek ise,yolun
iki tarafinda kalan alanlar farki 1 br® olacak sekilde bolen yollarin sayisini I1II. Problemde ele
aldik. Bu problem ilk iki probleme gore daha zordu ve kapali bir formiil bulamadik. Bu
yollarin sayisin1 By, ile gosterdik ve By, ‘1 bir dogal sayinin parcalanislar: cinsinden ifade ettik.

Kullanilan Yontem:

[k iki 1zgara probleminin ¢dziimiinde ,sayma problemlerinde ¢ok kullanilan
permiitasyon, tekrarli permiirtasyon ve kombinasyon kullanarak elde ettigimiz sonuglari
toplam sembolii ile ifade ettik.

III.problemde ise bir dogal saymin parcalanislarindan yola ¢ikarak problemi ¢6zmeye
calistik.Sayma fonksiyonunu parcalaniglar cinsinden ifade ettik.
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Partition(number theory)<http://en.wikipedia.org/wiki/Partition_%28number_theory%29>,
son erisim tarihi 14/01/2011

Enumarative Combinatorics, Volumel<http://math.mit.edu/~rstan/ec/ec1.pdf>, son erisim
tarihi 14/01/2011

Nesin,A., (2009), Matematige Giris 3- Sayma, Nesin Matematik Koyii, Istanbul.
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PROJE RAPORU
Proje Adi : Izgara Problemleri
Projenin Amaci :

Belirli 6zellikleri igere sonlu kiimelerin eleman sayilarini bulmak her zaman ¢ok kolay
olmamaktadir. Bu projede saymayla ilgili kolaydan zora ii¢ 1zgara problemini ele aldik. Bu
problemler i¢in sayma fonksiyonlarin1 bulmay1 amagladik.

GIRIS:
n x n boyutunda bir 1zgarada sadece kuzey ve dogu adimlarini kullanarak (0,0)
noktasindan (n,n) noktasina (21;1) degisik sekilde gidilir. Bu yollardan, y =x dogrusunun

altinda kalan yollarin sayis1 ﬁ (2:) dir. Bu dizi C, ile gosterilir ve bu sayilar, 19.ylizyilda

yasamis olan matematik¢i Eugene Catalan’ dan sonra Catalan sayilar diye adlandirilmigtir.

Catalan sayilar 1,1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,
2674440, 9694845, 35357670, 129644790, . . . seklinde artarak devam eder.

Bu bilgilerden esinlenerek kuzey ve dogu adimlarina kuzeydogu adimini da ekleyerek,
I.problemde (0,0) noktasindan (n,n) noktasina giden yollarin sayisini; II. problemde (0,0)
noktasindan (n,n) noktasina giden ve y = x dogrusunun altinda kalan (kdsegen dahil olmak
iizere) yollarin sayisini hesapladik. II. problemdeki yollarin sayisini f(n) ile gosterdik ve
asagidaki formiilii elde ettik:

(2n —k)!
kl(n—=k)!'(n—k+1)!

k=0

Bu problemlerle ugrasirken yollarin, 1zgaranin alanini nasil boldiigii sorusu aklimiza
geldi. n ¢ift say1 ise, 1zgaranin alanini iki esit pargaya bdlen yollarin sayisini; n tek ise,yolun
iki tarafinda kalan alanlar farki 1 br? olacak sekilde bélen yollarin sayisini I1I. Problemde ele
aldik.Bu problem ilk iki probleme gore daha zordu ve kapali bir formiil bulamadik. Bu
yollarin sayisini By, ile gosterdik ve By, ‘i bir dogal sayinin pargalanislari cinsinden ifade ettik:

n ¢ift sayi ise ,
Bn: p(n!n1 ”7)

n tek sayi1 ise,

_ n?+1 n?-1
Bn= p(n,n,——)+p(nn—)
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PROBLEML: n pozitif bir tam say1 olmak {izere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0)
noktasindan baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek (n,n) noktasina kag
degisik yoldan ulasabiliriz?

Oncelikle kiiciik n degerleri igin hesaplama yapalim: 1 br doguya gitmeyi D , 1 br kuzeye
gitmeyi K ve 1 br kuzeydogu istikametine gitmeyi C harfleri ile simgeleyelim.

n=1 i¢in; 3 durum vardir. KD, DK, C

n=2 i¢in; 11 durum vardir. KKDD, KDKD, KDDK, DKKD, DKDK, DDKK, KCD, KDC,
DKC, DCK, CC

n=3 i¢in; 63 durum vardir:

\ 4
A ______ |

a

»

Yukaridaki sekilde (0,0) noktasindan baslayarak sadece doguya veya kuzeye giderek (3,3)
noktasina ulasan bir yol gosterilmektedir. (DKKDDK) Bu tip yollarin sayisini hesaplayalim.

6 segenekten 3 D’yi (g) geriye kalan 3 K’y1 (g ) degisik sekilde segebilecegimizden toplam
( g )( g ) = ( g )= 20 durum vardir.Veya tekrarli permiitasyondan , DDDKKK sozciigiinde
harflerin yerlerini degistirerek kag degisik sozciik (anlamli olmas1 gerekmiyor) iiretebiliriz.

]

£ 90 degisik sozciik iiretebiliriz.
313!

a

»
»

Yukaridaki sekilde oldugu gibi sadece 1 defa kuzeydoguya (capraz) gidelim. (DKCDK) Bu tip yollardan
5!
21211!

=30 tane vardir.

/

A 4
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Yukaridaki sekilde oldugu gibi 2 kez kuzeydoguya gidelim. (KCDC) Bu tip yollardan %:1'

=1 tane

3!

= 12 tane var. Son olarak 3 kez kuzey doguya gidelim (CCC) Bu tip yollardan T

olmak tizere toplam 20+30+12+1 = 63 degisik yol vardir.

Kiiciik n degerleri i¢in yaptigimizi (n x n) boyutundaki 1zgara i¢in genelleyelim. Once bir
tanim verelim:

( n ) n!
TANIM1: =
km,r k!m!r!

(nn)

0,0)

Hig capraz gitmeden (0,0) noktasindan (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisi (27;1) :( an )

nn,0

1 defa gapraz giderek (0,0) noktasindan (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisi (n—21n11_—11 1)

2 defa ¢apraz giderek (0,0) noktasindan (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisi (n_zzn;_zz ) )

3 defa capraz giderek (0,0) noktasindan (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisi (n_éngi 3 )

k defa ¢apraz giderek (0,0) noktasindan (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisi (n_in;_kk K )

n defa ¢apraz giderek (0,0) noktasindan (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisi (n_i”;_"n n)

Biitiin bu yollarin toplami1 (0,0) noktasindan baglayarak kuzeye , doguya veya
kuzeydoguya giderek (n,n) noktasina ulasan yollarin sayisidir.Bu toplami, toplam sembolii ile
ifade edelim:

n

2n—k \_ N (@n—k)
z(n—k,n—k,k> - kzzo(n—k)!(n—k)!k! @
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PROBLEMZ2: n pozitif bir tam say1 olmak {izere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0)
noktasindan baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek (n,n) noktasina ulagan
yollarin kag tanesi  y =x dogrusunun altinda kalir? (kdsegen dahil)

Once kiigiik n degerleri i¢in hesaplama yapalim:
n=1 i¢in; 2 durum vardir. DK, C

n=2 i¢in; 6 durum DDKK, DKDK, DCK,CDK, DKC,CC asagida gosterilmistir.

| /]
A A A

»

A

/ /‘
) .
> >

\ 4

n=3 i¢in; 18 durum vardir.

Kiiciik n degerleri i¢in yaptigimizi (n x n) boyutundaki 1zgara i¢in genelleyelim.

y=xt

(n-1,n1)

A/
N

(0,0)

49



Yukaridaki sekilde (0,0) noktasindan baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek
(n,n) noktasina ulasan yollardan biri kirmizi renkle gosterilmistir.Bu yol istedigimiz 6zellikte
degildir ¢iinkii y = x dogrusunun iistiine ¢ikmistir.Bu tip yollar1 ‘kétii yol” diye
adlandiralim.Bu kotii yolun y = x dogrusuna degdigi ilk noktadan sonraki ilk adiminda
ulastig1 nokta P ile gdsterilmistir. P noktasindan gececek sekilde y = x dogrusuna paralel
cizelim. y = x +1 dogrusunu elde ederiz.P noktasindan sonraki yolu y = x + 1 dogrusuna gore
yansitalim ( y = x dogrusuna gore simetrigini alalim).Bu yol mavi renkle gosterilmistir. (0,0)
noktasindan baslayip (n-1,n+1) noktasina ulagmaktadir. P noktasindan itibaren her kirmizi
yola karsilik gelen bir mavi yol bulabiliriz.Bu esleme 1-1 ve ortendir.Bundan dolay1 (0,0
dan (n,n) noktasina giden her kétii yolun sayist, (0,0) dan (n-1,n+1) noktasina giden yollarin
sayisina esittir.

Sonug olarak (0,0) dan doguya, kuzeye ve kuzeydoguya giderek (n-1,n+1) noktasina ulasan
yollar sayarsak kétii yollarin sayisint bulmus oluruz.Bunun igin birinci problemi ¢ozerken
kullandigimiz mantig1 kullanalim:

Hig capraz gitmeden (0,0) noktasindan (n-1,n+1) noktasina ulasan yollarin sayis1 (n_ 127711+ 1 0)

1 defa ¢apraz giderek (0,0) noktasindan (n-1,n+1) noktasina ulasan yollarin sayisi (nz_”z_n1 1 )
2 defa ¢apraz giderek (0,0) noktasindan (n-1,n+1) noktasina ulasan yollarin sayis1 ( n-2 )

n-3,n-—1,2

3 defa capraz giderek (0,0) noktasindan (n-1,n+1) noktasina ulasan yollarin sayisi (n_zﬁfz 3 )

k defa gapraz giderek (0,0) noktasindan (n-1,n+1) noktasina ulasan yollarin sayist :

( 2n—k
n—k—1n—-k+1, k)

En fazla (n-1) defa ¢apraz gidebiliriz. Tiim koétii yollarin sayisini toplam sembolii ile yazalim:

2n—k BN 2n — k)!
z(n—k—l,n—k+1,k) _kz_o(n—k—l)!(n—k+1)!k! @
k=0 B
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(0,0) noktasindan baslayarak kuzeye , doguya veya kuzeydoguya giderek (n,n) noktasina
ulasan yollarin sayisindan yukarida buldugumuz kétii yollarin sayisini ¢ikarirsak istedigimiz
tipteki yollarin sayisin1 bulmus oluruz. Bu yollarin sayisini f(n) ile gosterelim.

n n—1
¢ _ ( 2n—k ) ( 2n—k ) 3
(n) = n—kn—kk n—k—-1n—k+1k (3)
k=0 k=0

(3) esitliginde bulunan iist indisleri esitleyip denklemi diizenleyelim;

n—1 n—1

_ 2n—k 2n—k
f(n)_1+Z(n—k,n—k,k>_z<n—k—1,n—k+1,k)
k=0 k=0
n—-1
_ 2n—k 2n—k
f(n)_1+z[(n—k,n—k,k>_ (n—k—l,n—k+1,k)]
k=0

T, @n-k (2n — k)!
f(n)_1+;[(n—k)!(n—k)!k!_ i—k—Di(n—kt Dkl

n—1

o (2n — k) 1 1
() =1+ Ml oim—0 m—k=Ditm—k+ 1D

k=0

f(n)=1+ zn—1 (2n—k)!
) k=0 K!'(n—k)!(n—k+1)!

(n) = z (2n—k)! ()

o k! (n—k)!(n—k+1)!
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PROBLEMS: n pozitif bir tam say1 olmak {izere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0)
noktasindan baslayarak kuzeye veya doguya giderek (n,n) noktasina giden yollardan kag
tanesi yolun iki tarafinda kalan alanlar farki en ¢ok 1 br? olacak sekilde boler?

(n ¢ift say1 ise , 1zgaranin alanini iki esit pargaya bélen yollarin sayisi kagtir? n tek ise yolun
iki tarafinda kalan alanlar farki 1 br® olacak sekilde bdlen yollarin sayis1 kagtir? )

Oncelikle kiiciik n degerleri igin hesaplama yapalim:

n=1 i¢in; 2 durum vardir.

A\ 4

n=2 i¢in; 2 durum 1 4 var.

\ 4

n= 3 i¢in 6 durum var . Izgaramn alam 9 br? oldugundan iistte kalan alan 4 br” altta kalan 5
br? olacak sekilde veya lstte kalan alan 5 braltta kalan alan 4 br® olacak sekilde bdlelim.

T A A

»
»

\ 4

\ 4
\ 4
\ 4

4=3+1 4 =242 4=2+1+1

A 4
A 4

A a a

—

5=3+2 5=3+1+1 5=2+2+1

4 =3+1 yazilisinda ; 4 yolun iistiinde kalan toplam alani, 3 birinci siitunda yolun iistiinde
kalan alan1 ve 1 ikinci siitunda yolun iistiinde kalan alan1 gosteriyor.Yukaridaki ilk ii¢
sekildeki yollar asagidaki ti¢ sekildeki yollarin y = x dogrusuna goére simetrikleri oldugundan
sayilar esittir.
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n=4 i¢in toplam alan 16 br? dir . 16/2 =8 sayisinin bazi parcalaniglarina bakalim. 4 x 4 lik
1zgarada en fazla bir siitunda 4 br? lik alan oldugundan 8 i pargalarken en ¢ok 4 sayisini
kullanmaliy1z ayrica parca sayist en ¢ok 4 olmali. Bu kosullardaki 8 in pargalanisi agagida
gosterilmistir.

4,4), 4,31, 4,2,2), (4,2,1,1), (3,3,2), (3,3,1,1), 3,2,2,1),(2,2,2,2)

n =4 i¢in asagidaki sekilde 8’ in (3, 2, 2, 1) pargalanisi gosterilmistir. Bu pargalanis alani
iki esit parcaya boler. Bu sekilde 4 x 4 liik 1zgarada alani ikiye bolen yollarin sayis1 8 dir.

j
1

\ 4

8§=3+2+2+1

Simdi n=15i¢in 25 br? lik alani, alanlar farki en cok 1 olacak sekilde pargalayalim. 13 br?
istte 12 brlaltta oldugu durumda: 13 sayisinin yukarida tanimladigimiz sekildeki
parcalanislarina bakalim.

(5,5,3), (5,52,1), (5,51,1,1),(54,4),(5,4,3,1),(5,4,2,2),(5,4,2,1,1), (53,3,2),
(5,3,3,1,1) ,(5,3,221),(52,2,2,2) (44/41),(4432),44311),4,4.221), (433,3),
(4,3,3,2,1),(4,3,22,2) (3,3,3,3,1) ,(3,3,3,2,2)

Toplam 20 tane var. Simdi 12 br? iistte 13 br? altta kalacak sekilde , 12 nin tanimladigimiz
sekilde parcalaniglarinin sayisini bulalim:

(5,5,2),(5511),(543),(54,21),(54111), (5331),(53,22),(53211),(52722]1)
(444),(4431),(4422),(44211),(4332),(43311),(43221),((42222),
(3,3,3,3),(3,3,3,21),(3,3,2,2,2)

Simetriden dolayr : 13 bréiistte 12 br” altta oldugu parcalanislarin sayis1 , 12 br? iistte 13 br®
altta oldugu pargalaniglarin sayisina esittir.

20 tane pargalanig var. 5 x 5 lik 1zgarada 20+20 = 40 degisik pargalanis var. Sonu¢ olarak
n= 5 i¢in 40 durum var.
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n=6 icin 6 x 6 lik 1zgarada alani1 2 esit parcaya bolen yollarin sayisini bulalim. 36/2 = 18 in
istedigimiz tiirden pargalaniglarini yazmadan 5 x 5 lik 1zgaranin buldugumuz 40 pargalanigini
kullanarak sonuca ulasmaya calisalim:

5

Yukaridaki 1zgarada (0,0) noktasindan (6,6) noktasina kuzeye ve doguya giderek
toplam (162) =924 degisik yoldan gidilebilir. (6,6) noktasina gitmek icim K veya L yadaM
noktalarindan ge¢mek zorundayiz. M ye ugrayarak (6,6) noktasina (150) . (i) =504. Kya

ugrayarak (140) =210 benzer sekilde L noktasina ugrayarak 210 degisik yoldan gidilir.
924 =504 + 210 +210

Sonug olarak alani ikiye bdlen yollarin sayisin1 hesaplamak i¢cin M den K dan veya L den
gecerek alani iki esit pargaya bolen yollarin sayisini hesaplamaliyiz. (0,0) dan M ye giden
5x5 lik 1zgarada alan1 1 br? farkla ikiye bdlen bir yol diisiinelim 12 br? iistte 13 br altta ise M
den sonra doguya sonra kuzeye giden yol 6 x 6 lik 1zgaranin alanini ikiye boler. 13 br” iistte
12 br? altta ise M den sonra énce kuzeye sonra doguya giden yol 6 x 6 lik 1zgaranimn alanini
ikiye boler.Bu yollardan tam 40 tane oldugunu yukarda hesaplamistik. K veya L
noktalarindan gecgen ve 6x6 lik 1zgaranin alanini ikiye bolen yollarin sayisini bulmamiz
yeterlidir. K ve L simetrik oldugu i¢in sadece K dan gegenleri hesaplayip ikiyle carpmaliyiz.
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K noktasindan gegerek alani ikiye bdlen 9 tane yol asagida gosterilmistir

A
A

A\ 4
g
=}

y

\ 4 |

\ 4

4

\
.VEEL
A

Y

\ 4

\ 4

\ 4

10
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\ 4

\ 4

\ 4

Be= Bs+2.9 =40+ 18 =58 dir. 6 X 6 lik 1zgarada alani iki esit pargaya bolen yollarin
sayist 58 dir

11
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TANIMLAR
P(n) , n nin parcalanis sayisi
P(k ,n) , n nin k dan biiyiik esit sayilar kullanarak yazildig: pargalanislar.
Pk(n) ; nnin tam olarak k pargadan olusan(uzunlugu k olan) parcalaniglarinin sayisi.
Pk(r ,n) ; n nin k par¢adan olusan r den biiyiik esit sayilar kullanilarak yazildig1 parcalanislar.
P (n) , nnin en ¢ok k parg¢adan olusan pargalanislarinin sayisi

P(j,k,n) , nnin en ¢cok k parcadan olusan ve j den kiigiik esit sayilar kullanarak yazildigi
parcalaniglarin sayisi

B , n ¢ift say1 olmak ilizere n x n boyutunda bir 1zgarada (0,0) noktasindan baslayarak
kuzeye veya doguya giderek (n,n) noktasina giden yollardan alani iki esit parcaya bolen veya
eger n tek say1 ise yolun iki tarafinda kalan alanlar farki en ¢ok 1 br? olacak sekilde bolen
yollarin sayisi olsun.

OZELLIKLER
1) Pi(n) =1
2) Pp(n) =1
3) n>lise,ppa(n)=1
4) k>nise,Px(n) =0
5) P« (n) - P<e1(n) =Pg(n) :nnintam olarak k pargadan olusan pargalaniglarinin
sayisl.
6) P(,k,n) = Pk,j,n)

7) n tek say1 ise,P(n,n,%) =P(n,n, n2—1)
Ornek:
P(B)=7
5,441 3+2, 3+1+1 2+2+1 2+1+1+1 1+1+1+1+1

P.(5)=1 Px(5)=2 P3(5)=2 Pa(5)=1 Ps(5)=1 P (5)=5 P(2,5)=3 P(3,3,5=3

12

57



K NOKTASINDAN GECEREK 8 X 8 LIK IZGRANIN ALANINI
IKi ESIT PARCAYA BOLME

st

— - .

=0

[AK] uzunlugu n — 2 —n/2 =2 dir .Yiikseklik h =1 veya h=2 dir. A noktasindan sola
dogru k birim gidelim.h=0 durumunda alani1 ikiye bélen 1 adet yol vardir. h= 1 durumunda:

k =1 ise y =4 dogrusunun iistiindeki alan 1br’> , k=2 ise alan 2br® , k=3 i¢in alan 3 br’..
k=8 ise alan 8 br? dir.fakat 4. (8-k) >k .1 oldugundan k en ¢ok 6 olmali.

=~

=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6

>

=1 A=2 A=3 A=4 A=5 A=6

y =4 dogrusunun altinda kalan ve {istteki alana esit olan alanlarin pargalaniglarini sayalim.

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
A=1 A=2 A=3 A=4 A=5 A=6
P(L)=1 | P(2)=2 | P(3)=3 | P(4)=5 | P(445) =5 P(4,2,6) =P(2,4,6) =2

h= 1 durumunda ; K noktasindan gegerek alan1 iki esit parcaya bdlen yollarin sayisi
1+2+3+5+5+2= 18 dir.

h= 2 durumunda k=1 ise alan 2 br? , k=2 ise alan 3br® veya 4 br*> k=3 ise alan 4,5
veya 6 br’. . k=8isealan 9,10,11, ....,16br* .fakat (8 — k).4 > k+1 oldugundan k en fazla
6 olmalidir.

13
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k=1 k=2 k=3 k=4 K=5

A=2 | A=3 A=4 | A=4 A=5 A=6 A=5 A=6 A=7 A=8 A=6 A=7 A=8 A=9 A=10

P(2) P(3) | P(4) | P(4) | P(4,55) | P(4,56) | P(4,45) | P(44,6) | P(4,47) | P(4,48) | P(4,3,6) | P(43,7) | P(4,38) | P(4,39) | P(4,3,10)
2 3 515 6 8 5 7 7 8 5 4 4 3 2

k=6 durumunda A=7 veya A=8 olabilir.P(4,2,7)=1, P(4,2,8)=1

h= 1 durumunda ; K noktasindan gecerek alan1 iki esit parcaya bolen yollarin sayisi,

2+3+5+5+6+8+5+7+7+8+5+4+4+3+2+1+1 = 76

Toplam say1 1+18 + 76 =95 dir. Ayrica K noktasindan gegip alan1 ikiye bdlen yollarin sayisi

64/2=32 ‘nin tam olarak 8 par¢adan olusan 2 < j < 8 sayilar kullanilarak yazilan

pargalaniglarin sayisina esittir.Bu say1 da 95’¢ esittir.

K noktasindan ve L noktasindan gegerek alani iki esit pargaya bolen yollarin sayisi esit
olacagindan 95. 2 =190 yol vardir . Bu yollara M den gegenleri eklemeliyiz. Alani ikiye boliip
M den gegenlerin sayis1 7 x7 lik 1zgaradaki alanlar farki en ¢ok 1 br? olacak sekilde

boélenlerin sayisina esittir . Sonug olarak ; Bg = B7 + 190 dur.

Simdi B; nin degerini hesaplayalim. 72 = 49 = 25 +24 ;

B,=2P (7,7, 25)

25 in 7 veya 7 den kii¢iik sayilar kullanarak en ¢ok 7 parcadan olusan pargalaniglarini

yazalim:

T\ 7 N7 N7 N7 T 77777777777
7 \7 |7 \7T |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7
7 |7 |7 |7 |7 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |5 |5 |5 |5 |5 |5 |5 |5 |4
4 13 12 |2 |1 |5 |4 |3 |3 |2 |2 |54 |4 |3 |3 |3 |2 |2 |4
112 |1 |1 1 12 112 |1 |1 |2 |1 |3 |2 |1 |2 |2 |3

1|1 1 11 |1 1 111 2 |1

1 1 1 1
T\ 7 N7 N7 N7 T\ 77777777777
7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6
4 |4 |4 |4 |4 |4 |3 |3 |3 |3 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |5
4 14 13 |3 |3 ]2 |3 |3 |3 |2 |6 |5 1]4 |4 |3 |3 |3 ]2 |25
2 |1 (3 |2 |2 |2 |3 |3 |2 |2 1 12 |1 |3 |2 |1 |2 |2 |2

1 /1 1 |2 |1 |2 |2 |1 |2 |2 1 111 2 |1

1 1 |1 1 11 |2 1 1
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25 in 7 veya 7 den kiigiik sayilar kullanarak en ¢ok 7 parcadan olusan parcalaniglarinin sayisi
168 dir. 24 {in 7 veya 7 den kiigiik sayilar kullanarak en ¢ok 7 par¢adan olusan
pargalaniglarinin sayis1 da 178 dir.(6nermel de asagida ispati verilmistir.)

B;-2.P(7,7,25) =2.168 = 336
Bs = B7 + 190 =336 + 190 = 526

n=1,23,4,5,6,7ve 8degerleri i¢in B, leri yazalim:

n=1 n=5 n=6 n=8

526
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.. _ 2 2_
ONERMET1: n teksayiise, P(n,n,Z ;1 )= P(n,n, Z=2)
a
A Al (n’n)
A ——
—p =>
a a
vy =P r—p
a >
(0,0)
2 2_ 2 2_
n tek sayin oldugundan 1zgaranin alani n? = = 2+1 +5 > * dir. 2 2+1 - = > 1o oldugundan

alanlar arasindaki fark 1br? dir. (0,0) noktasindan baslayarak kuzeye veya doguya giderek

(n,n) noktasina giden ve yolun iki tarafinda kalan alanlar farki en ¢ok 1 br? olacak sekilde
bolen yollari sayalim. Yolun iistiinde % br® altinda % br® lik alan olacak sekilde bolen
yollardan biri kirmiz1 renkle gosterilmistir.Bu yolun y = x dogrusuna gore simetrigi olan
mavi yol ,listte % br? altta % br? olacak sekilde boler.Her kirmizi yola karsilik alani

istedigimiz sartta bolen bir mavi yol bulabiliriz.Bundan dolay1 kirmiz1 yollarin sayis1 mavi
2
yollarin sayisina esittir.Kirmizi tipinde yollarin sayisi: nel

nin , en ¢ok n pargali ve n den
n%+1
2

kiigiik esit sayilar kullanarak yazilan pargalaniglarin sayisina esittir. Yani P(n ,n,

) dir.
2_ 2_

Mavi yolun iistiinde kalan alan nTl dir. Mavi tipinde yollarin sayisi nTl nin , en ¢ok n

parcal1 ve n den kiiciik esit sayilar kullanarak yazilan pargalaniglarin sayisina esittir.

2_
P(n,n, nTl) ifadesine esittir. Bu yollar birbirine esit olacagindan,

2

+1, _ n?-1
=)= P(n,n, =)

n

P(n,n,

17
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Bn in Bp.; ve Parcalamislar Cinsinden ifadesi

L n,n)

(0,0)

n tek sayi olmak tzere (0,0) dan (n,n) noktasina giden ve alanlar arasindaki fark 1 br olacak
sekilde alani bélen yollari sayalim:

Bu yollardan her biri K noktasindan ,L noktasindan veya M noktasindan ge¢cmek zorundadir.K
noktasindan ve L noktasindan gecgerek izgaranin alanini bdlenlerin sayilari esittir.( y= x
dogrusuna gore simetrik olduklarindan).M den gecerek n x n lik 1zgaranin iki tarafinda kalan
alanlar farki 1 br? olacak sekilde bolen yollarin sayisini iki durumda inceleyelim:

[.DURUM: (n-1) x (n-1) lik 1zgaranin alanini tam iki esit parcaya bolerek devam eden;

II.LDURUM : (n-1) x (n-1) lik 1zgaranin iki tarafinda kalan alanlar farki 2 br? olacak sekilde
bolerek devam eden;

I.durumda ; (n-1) X (n-1) lik 1izgaranin alanini ikiye bolen yollarin sayisini iki ile
¢arpmaliyiz. Clnki (n-1, n-1) noktasindan gectikten sonra 6nce doguya sonra kuzeye giderek
(n,n) noktasina ulasir veya 6nce kuzeye sonra doguya giderek (n,n) noktasina ulasir.Béylece
alanlar arasi fark her iki durumda da 1 br? olur.Bu yollarin sayisi 2.B,.1 dir
(n;1)2 1+ (n;1)2 )

2 2
alanlar farki 2br? dir. (% +1) br? lik alan Ustte (A7 - 1) br? altta oldugu durumda M

Il. durumda ; (n— 1) =

2 2
1 =(A7+1) +(A7—1) durumunda

noktasindan sonra 6nce kuzeye sonra doguya gidersek n x n 1zgarasinda yolun Ustiinde kalan

(n—-1) (n-1)

2 2
alan = — 1+n-1,altinda kalan alan = — - 1+ n dir.Boylece n x n lik 1zgarada
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2 2
alanlar farki 1 br® olur. (A?+1) br? lik alan altta (A? - 1) br? stte oldugu durumda M

noktasindan sonra 6nce doguya sonra kuzeye gidersek n x n lik 1zgarada;

—1+n ,altinda kalan alan = +1+n-1 olur.Boylece

N n—1)2
yolun lstinde kalan alan = %

(n-1)*
2

n x n lik 1zgarada alanlar farki 1 br? olur.

2 2
(A? +1) br? lik alan tstte (A7- 1) br? altta oldugu durumda yollarin sayisi ;

N2
P(n-1,n-1, 82

+1)dir.
A? 2. A? 2 .. o
(7+1) br® lik alan altta (7 - 1) br” Gstte oldugu durumda yollarin sayisi ;

P(n-1,n-1,

(n-1)>2
2

Her iki durumdaki yollar y = x dogrusuna gore simetrik oIduéundan sayilar esittir.Sonug

(n —1)d|r

olarak Il. Durumdaki yollarin sayisi 2. P(n-1,n-1,

M den gecerek n x n lik 1zgaranin iki tarafinda kalan alanlar farki 1 br? olacak sekilde bélen
yollarin sayisi I. ve Il. durumdaki yollarin sayisinin toplamidir;

N2
2.[ Byy+ P n-1,n-1,%-1)]dir.

241

K noktasindan gecerek bolen yollarin sayisi - nin n parcadan olusan, 2<j<n sayllar

2

kullanilarak yazildigi pargalaniglarin sayisi ile nin n par¢adan olusan 2<j < n sayilar
kullanilarak yazildigi pargalanislarin sayilari toplamina esittir.K noktasindan gegerek alanlar
farki 1 br? olacak sekilde bdlen yollarin sayisi L noktasindan gecerek bdlen yollarin sayisina

esittir.Bu yollarin sayisi:

2. [Py(2, " )— Pn(n+1, —) Pa(2, = )— Pn(n+

SONUG1: n tek sayiise,

(n—

Br=2.{ Bt + P(n-1,n-1,

)—P(+1—)+Pn(2 ) P
2

[P (2 )— Pa(n+ 2+1) ] ifadesi nTH nin n parcadan olusan , 2<j<n sayilar

kuIIanllarak yazildig pargalan|§lar|n sayisidir.

B, in P (j, k,n) tliriinden esiti,

241

2 2_ 2_
Bo= P(n,n, ")+ P(n,n, =) =2.P(n,n,">=) = 2.P(n,n,"—)
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L (n.n)

(0,0)

n ¢ift sayi olmak tizere (0,0) dan (n,n) noktasina giden ve izgaranin alanini iki esit pargaya
bdlen yollari sayalim:

Bu yollardan her biri K noktasindan ,L noktasindan veya M noktasindan gegcmek zorundadir.K
noktasindan ve L noktasindan gecgerek izgaranin alanini bdlenlerin sayilari esittir.( y= x
dogrusuna gore simetrik olduklarindan).M den gecerek bolen yollarin sayisi, (n-1) X (n-1) lik
Izgaranin alanin iki tarafinda kalan alanlar farki 1br? olacak sekilde bélen yollarin sayisina
esittir. Clinkd (n-1, n-1) noktasina ulastiginda n X n lik 1zgaranin alanini iki esit pargaya
bélmek icin 1 br? lik farki sifirlamasi gerekir.Bunu da kuzeye veya doguya gitme

seceneklerinden sadece birini secerek yapabilir. K noktasindan gecerek alani ikiye bélen
2
yollarin sayisi nT nin n par¢adan olusan , 2<j < n sayilar kullanilarak yazildigi pargalanislarin

saylsina esittir.

SONUC2: n cift sayi ise,

By = Bos+ 2.{ [ Pa(2,n%/2) - Pun+1,n%/2)] }

{ . } ifadesi n?/ 2 ninn parcadan olusan, 2<j < n sayilar kullanilarak yazildigi
parcalanislarin sayisidir.

2

B,inP(j, k,n)tiriinden esiti, B,= P(n,n, %)

20
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FnP |Fm SARTININ ARASTIRILMASI

Proje ¢calismamin konusu, matematigin sliphesiz en meshur ve ilgi ¢ekici konularindan
olan fibonacci sayilari. Altin oran ve Fibonacci sayilarinin, bitkilerin biiylimesinin ve bazi
katilarin kristalografik yapisinin incelenmesinden, veri tabanlarinda arama yapmak igin
yazilan bilgisayar algoritmalarinin gelistirilmesine kadar ¢ok genis bir uygulama alaninin
olmas1 sanirim bu ilginin hakliliginin gostergesi.

Fibonacci sayilarinda Fn | Fm © n | m (Fibonacci sayilari ve altin oran-Samil Akgagil-
yiiksek lisans tezi-Balikesir Universitesi-2005). ve Fp? | Fm © n.Fy | m (Matematik
Diinyas1 2003 yaz ) oldugu bilinmektedir. Ama Fm ‘in Fp ‘in en fazla kaginci kuvvetine
boliinebilecegi , Fn “in herhangi bir kuvvetinin ilk olarak hangi Fibonacci sayisini bolebilecegi
gibi, Fibonacci dizisindeki terimlerin yiiksek dereceden kuvvetlerinde bolme kurallari
bulunmamaktadir.

—Fn ‘in herhangi bir kuvvetinin F ‘yi bolmesi i¢in Fn ‘in Frnyi bolmesi gerekir.
Bunun i¢in de n | m oldugundan bundan sonraki kisimlarda Fm = Fkn olarak kullanilacaktir.

—Bu ¢alisma igerisinde zaman zaman z= F, ve X= (Fan/Fn) olarak kullanilacaktir.

Bu ¢alismanin ana amaci Fp? | Fkn in gerek ve yeter sartin1 bulmaktir. Bu incelemeyi
yapabilmek i¢in 6nce Fin i Fn in bir fonksiyonu olarak elde etmeye calisacagiz.

1) Fkn “IN Fn ‘IN BiR FONKSIYONU SEKLINDE YAZILMASI
|.Yardimc Esitliklerin Elde Edilmesi

Fwn ile Fy arasindaki iligkiyi incelemek igin, Fkn / Fn ifadesinin n ve k’nin degisik degerlerinde

¢ikan sonuglarini inceleyelim: (Tablo 1-A)
Fon/ Fn Fan Fn Fan /Fn Fsn/ Fn Fen /Fn

n=1 1 2 3 5 8

n=2 3 8 21 55 144

n=3 4 17 72 305 1292

n=4 7 48 329 2255 15456

n=5 11 122 1353 15005 166408
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Bu tablodaki sayilarla biraz ugrastigimizda su esitlikleri fark ederiz:

Lemma(l-a) n tek iken
(FZn/ Fn )2+l: F3n/ Fn dII’

Lemma (2-a) n ¢ift veya k ve n tek iken

(Fxn/ Fn)?>=(F 1)/ Fn) .(F el Fn)+1
dir.

Ispat Lemma(l-a):

Binet formiiliinde Fr=(a"-p")/ (a-p) oldugundan

21— (aZ"—an)/(a—B))z
(Fan/ Fn)™+1 (a"—Bn)/(a—B) +

= (a™p")*+1
= o+ 20"p" +p2"+1
n tek ve a.=-1 oldugundan
= -1+
= 2" +(ap)" +p%"

_(@" =B @+ (@B)"+B")
(@B

(O(Sn_BBn)

TS
:F3n/ Fn
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Lemma(1-b) n ¢ift iken

(F2n/ Fn )2'1: F3n/ Fn dir.

Lemma (2-b) k ¢ift ve n tek iken

(Fkn/ Fn )2:( F (k-l)n/ Fn) ( F (k+1)n/ Fn )'1 dir.




Ispat Lemma(l-b) :

24— (azn—BZ")/(a—M)Z_
ol Fo1= (S ) !

= (oa™pM2-1

= o™+ 20"B" +p2"-1
n ¢ift ve a.p=-1 oldugundan

= 21+

= o2H(oB)" +52"

_(@" =B @+ ()" +B7")

@™
:(a3n_83n)
D)
:F3n/ Fn
Ispat Lemma(2-a) :
(F=DnFetDn) o @ D" p&7I)/ @-p) R VA o)
Fn2 - (" ="/ (a—B) ' (" —B")/ (a—B)

(a-PB) lar1 sadelestirip ¢arpma islemini yapalim

:(OLan +[32kn—0((k+1)n .B(k—l)n _o&k=1Dn .B(k+1)n)

=" +1

n ¢ift veya k ve n tek oldugundan
akbn glein=1 djr

_(O(an +Ban_a2n _ BZn)

= — +1
(CaltE
_ o2kn +Ban_ 20(an
(o —B"?2
n ¢ift veya k ve n tek oldugu i¢in
o" B"= ok B oldugundan
o2kn +Ban_ Zakann
- (@ —B"?
kn kn
_(a —B7)? — 2
GG = (o Fo
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Ispat Lemma(2-b):

(a(k+1)n _B(k+1)n)/ (a_B)

(F=DnFk+Dn) @ V" -p* D0y @-p)
(" =B™/ (a—B)

Fn2

k ¢ift ve n tek oldugundan

:(OLan +B2kn—0((k+1)n .B(k—l)n _a&k=Dn .B(k+1)n)

(o« =B"/ (a—B)

ol DN BeD1=(-1) diir

k ¢ift ve n tek oldugundan

-o" .B"= k" BX" oldugundan

(O(an +Ban

+o2ny an)

(o —p™2

_ O(2kn +B

(o —p™2

2kn

+ 2anp"

_ 0(an +B

2kn_

(o —p™2

2¢kn Bkn

(o —B™2

_(akn _ Bkn)z

(o —p™2

= (Fkn/ Fn) 2

I1.(Fkn/ Fn) lerin (Fan/ Fn) Cinsinden Yazilmasi

Simdi (Fan/ Fn) leri (Fan/ Fn) cinsinden ve (Fkn/ Fn) leri (F-un/ Fn) ve (F+1n/ Fn) cinsinden
yazabiliyoruz. O halde (Fan/ Fn) e x dedigimizde (Fan/ Fn) i X cinsinden yazabiliriz. (Fan/ Fn)
ve (Fan/ Fn) i x cinsinden bildigimizde ise (Fkn/ Fn) leri x cinsinden, dolayisiyla da (Fan/ Fn)
cinsinden yazabiliriz. Birka¢ k degeri i¢in gerekli islemleri yaptigimizda:

n tek iken (Tablo 2-A)
(Fan/ Fn) (Fan/ Fn) (Fan/ Fn) (Fsn/ Fn) (Fen/ Fn) (F7/ Fn)
X X2+1 X3+2x X44+3x2+1 Xo+4x3+3x | XO+5xH+6x%+1
n ¢ift iken (Tablo 2-B)
(Fan/ Fn) (Fan/ Fn) (Fan/ Fn) (Fsn/ Fn) (Fen/ Fn) (F7nl Fn)
X X2-1 X3-2x X4-3x2+1 X5-4x3+3x | XB-5x*+6x%-1
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Sonuglarini elde ederiz. Polinomlarda x in kuvvetlerinin belli bir nizamda gittigi ortadadir.
Peki acaba katsayilarda belli bir diizen icerisinde mi siralanmaktadir diye inceledigimizde x in
katsayilarinin

(O I 0 I G B
seklinde oldugu goriilecektir.Yani x=(F2n/ Fn) olmak iizere

n tek iken
(ol Fo) =570 (T3 4 (505 4 (57 .
n ¢ift iken

(Fial Fr) =( )k = (*72) 23 + (%) x5 — (}59)ak7 + ..

Her tarafi Fy ile garpip sag kismi1 da toplam semboliiyle ifade edersek, asagidaki Lemma’lari
elde etmis oluruz.

Lemma (3-a) n tek iken Lemma(3-b) n ¢ift iken
Fin= Fn.Y k/Z]( )_xk—2t+1 dir. Fo= Fo Z[k/z]( )_xk—2t+1_ (_1)t+1
dir.

Ara Lemma: Fmn + (-1)". Fman= Ln. Fm oldugu bilinen bir esitliktir ( Fibonacci ve Altin Oran-
Tiibitak s. 159). m, n’nin bir tam katiyken

Fkn+nt (-1)". Fkn-n= Ln. Fkn yazilabilir. Ln = Fan/ Fn esitligi vardir( Fibonacci ve Altin Oran-
Tiibitak) o halde L, yerine

Fon/ Fn i gosteren x yazilabilir.

Sonug 1 : Ara Lemma kullanilarak
“F+nn= X. Fin- (-1)". Fa-yn < elde edilir.
Ispat Lemma 3-a :

Ispati tiimevarim kullanarak yapacagiz. k=1 ve k=2 igin iddianin dogrulugu ortadadir.

k i¢in
Fin= En Z[k/Z]( xk-2t+1
Fk-1)n= [(k v/ zl(k D). xk=2t dogrulugunu kabul ettigimizde
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[(k+1)/21(k t+1) yk—2t+2

F+n= oldugunu gosterelim:

Fiks1)n= X. Fkn- (-1)". F-1)n  idi(Sonugl). lemma 3-a da n tek oldugundan

Fk+1)n= X. Fknt+ F(k-1)n

= x.F, Z[k/Zl( ) xk-2t+1 L g Z[(k 1)/2] (k;

Birinci toplamin ilk terimini ayr1 yazarsak

[(k—2)/2 k-1)/2] k-
=F,. x*+ F, Zt( )/ ](k t— 1) xk=2t4 F Z[( )/2] (kt

511).xk—2t

*Eger k tek ise [(k — 2)/21=[(k — 1)/2] ve (*"7%) + (*7

=F,. x*+ E, Zf(k 2)/2] (k t— 1) xk=2t4 |, Z(k 2)/21(k—t
t= t—

=F. xk+ == 2[(’( 2)/2](k;t).xk—2t
=F,. (k+1)/2 (k t+1) xk—2t+2
= F+n
*Eger k giftise [(k — 2)/2]+1=[(k — 1)/2] ve

(<7 + (559 = () Oldugandan

k-2)/21 k- [(k=2)/2] (k—t—
=F,. xk+ F, Zt( )/( tl)xk2t+F Z( )/(tf1

=Fq. Xk+ Fn Zt(k 2)/2](k;t).xk—2t+1

= F,. (k+1)/2 (k t+1) xk—2t+2

= F+1)n

Ispat Lemma 3-b:
k=1 ve k=2 i¢in iddianin dogrulugu ortadadir.
k i¢in

= Z[k/Zl( )_xk—2t+1_ (—1)t*t
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F-1n= Fn Z[(k 1)/2](";:1).361‘_“. (=D Dogrulugunu kabul ettigimizde
F+1n= Fn Z[(k+1)/2](k t+1) xk=2t+2 (—1)t+1 Oldugunu gosterelim:
F+n= X. Fin- (-1)". F-pn idi(Sonug¢l). lemma 3-b de n ¢ift oldugundan
F+yn= X. Frn- Fk-1)n
= x.F. [k/2 ( k=241 (1)L [(k 1)/21(k )_xk—Zt_ (—1)t+1
=F, Z“‘/Zl( xk=2t+2 (_1)t+1 [(k 1)/2] (k )_xk—Zt_ (=1)t+1
Birinci toplamin ilk terimini ayr1 yazarsak

—ank+F ch 2)/2](k t— 1) xk-2t (- 1)t = ZI(R 1)/2](k;le).xk—2t. (_1)t+1

*Eger k tek ise [(k — 2)/2]1 = [(k — 1)/2] ve (*771) + (77" = (¥]°) oldugundan ve
(=11 yide (—1)%. (-1) diye yazarsak

_ank+ == Z[(k 2)/2](k t— 1) xk 2t ( 1)t+ Fn Z[(k 1)/2](k;_f11).xk—2t. (_1)t
=F, Xk+ =8 Zt(k 2)/2] (k;t)_xk—Zt_ (_1)t
=F, ZIk/21(k t+1) xk—2t+2 (- 1)(t+1)

=F, Z[(k+1)/2](k t+1) xk—2t+2 ( 1)t+1

= F+n

*Eger k giftise [(k — 2)/2] +1=[(k — 1)/2] ve

(Y + (47571 = (1Y) Oldugundan ve (—1)t* yi de (—1)%. (-1) diye yazarsak
=F, X+ F, Zi(k 2)/2](k t— 1) xk=2t (—1)t + F, Z[(k 1)/2](k;_t11).xk—2t. (-1)¢

Ikinci toplamin son terimini ayr1 yazalim

=F, X+ F, Zt(k 2)/2] (k t— 1) xk=2t (—D)t+ Fy Z[(k 2)/2] (k;le)_xk—Zt_ (=1)t+(=1)

=F, X+ Fy, Z[(k 2)/21(k;t)_xk—2t_ (=1t +Fn. (=1)¢

=F, Zi(k+2)/21(k t+1) xk—2t+2 (= 1)(t+1)

=F, ZI(’<+1)/21(k t+1) yk—2t+2 (- 1)t+1

= F+n
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I11.F2n/ Fnin Fn Cinsinden Bulunmasi

Simdi Fin i Fnve Fan/ Fn cinsinden biliyoruz. Ama bu bilgilerle Fxn ile Fn in kuvvetleri
arasinda bir boliinebilirlik incelemek halen zor goriinmektedir. Onun igin Fon/ Fn i de Fq

cinsinden yazip Fkn i dogrudan Fjcinsinden bulmaya ¢alisacagiz. Simdi Fon/ Fy ile Fq
arasindaki bir bagint1 yakalayabilmek i¢in bir tablo olusturalim:

(Tablo 3-A)

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7
Fan/ Fn 1 3 4 7 11 18 29
Fn 1 1 2 3 5 8 13

Bu tabloyu biraz inceledigimizde asagidaki Lemma elde edilir.

Lemma 4

Fn+1+ Fn-l :FZn/ Fn dII’

Ispat Lemma 4:

Fon= Fn+12-Fn-1? Esitligi fibonaccide bilinen bir esitliktir( Fibonacci ve Altin Oran-

Tiibitak s. 158). O halde:
Fon= (Fn+1-Fn-1) (Fn+1tFn-1)
Fon= (Fn) (Fn+1+Fn-1)
Fon/ Fn = (Fns1+Fn-1)
Olur.

Ispat lemma 5-a 5-b:O halde:

Fn-1=a

Fn+1=b dedigimizde
Fn=b-a ve lemma 4-a dan
Fon/ Fn=a+b olur.

lemma 1-a ve 1-b den

n tek i¢in n ¢ift icin
a.b= Fn2 -1 a.b= Fn2 +1
oldugundan
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n tek i¢in n ¢ift i¢in

(a+b)?=(a-b)?+4ab (a+b)?=(a-b)?+4ab

(Fan/ Fn)?= Fr2+4(Fq?-1) (Fan/ Fn)?= Fr?+4(Fn?+1)
Fon/ Fn=y/5 F2 — 4 Fan/ Fn=y/5 F2 + 4

dir.

Lemma 5-a: n tek i¢in Fon/ Fn=4/5 E2 — 4

Lemma 5-b: n ¢ift i¢in Fan/ Fn=y/5 EZ + 4 lemmalari ispatlanmis olur.

IV. Fkn in Fnin Bir Polinomu Olarak Elde Edilmesi

Simdi lemma 5-a ve 5-b den Fan/ Fn i Fncinsinden biliyoruz. O halde lemma 3-a ve 3-b’de
de Fon/ Fn 1 gosteren X i Fn cinsinden yazip ¢ikan sonuglari diizenledigimizde:

k ve n tek ise

Fn=z dersek:

Fan=5.2°-3.Z ( Tablo 4-A)
Fsn=25.2°-5.5.23+5.7

Fm=125.2"-7.25.2°+14.5.23-7 .z

Fon=625.2° -9.125.27+27.25.2°-30.5.2°+9.2

F110=3125.z% -11.625.2%+44.125.27-77.25.2°+55.5.2%-11z

F13,=15625.2%% -13.3125.211+65.625.2%-156.125.2'+182.25.2°-91.5.73+13z

Seklinde bir sonug ¢ikar. k nin tek n nin ¢ift oldugu durumlarda da ayni polinomlarin tiim
terimleri pozitif isaretli olanlar1 elde edilir.
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k cift ve n tek ise

Fn=z dersek (Tablo 4-B)
Fon=V52z%2 — 4.z

Fan= V5 22 — 4.(5.2°-2.2)

Fen=V'5 22 — 4.(25.2°-4.5.2°+3.2)

Fan=V/5 z2 — 4.(125.2-6.25.25+10.5.2%-42)

Fion=V5 z2 — 4.(625.2°-8.125.2'+21.25.2°-20.5.23+52)

Seklinde bir sonug ¢ikar. k nin ve n nin ¢ift oldugu durumlarda da ayni esitliklerin tiim
terimleri pozitif isaretli ve V5 z2 — 4 yerine V5 z2 + 4 olan durumlari elde edilir.

*Polinomlarimizi bu sekilde diizenleyip, k nin ¢ift olma durumunda buldugumuz polinomlari
inceledigimizde z nin kuvvetlerinin ve katsayilarinin belli bir kuralla ilerledigini fark ederiz.
Soldan baglamak tizere polinomun boliimlerini numaralandirirsak bu kural

K ¢ift iken t. boliimiiniin

n ¢ift ise

.57 () k2 e

n tek ise

V5 z2

( 1).ZF72H (—1)P* e esitligini gerektirir.

Yani eger bu kural genelgecer bir kuralsa Fkn

k ¢ift ve n ¢ift iken
Lemma 6-a Fun=v52Z + 4%,/2 5 ( 1) ZF72 ve

k ¢ift ve n tek iken

Lemma 6-b Fu=v52Z — 454257 7. (70). 2572 (—1)™1 olmalidir.
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*k nin tek oldugu durumlarda k nin ¢ift oldugu durumlardan kiigiik farklar iceren ayni kural
devam etmekle birlikte burada katsay1 kisminda ilk bakista anlam veremedigimiz bazi ekstra
sayilar da vardir. Ancak bir siire ugrastiktan sonra bu sayilarin da belirli bir diizende ilerledigi
ve o diizenin :

k—2kt+2 . (’t‘__lt oldugu goriilecektir. Yani polinomumuzun en soldaki boliimiinden baslamak

iizere boliimlerini numaralandirdigimizda t. boliimiin

k tek ve n ¢ift iken

k—-2t+1

5

T ( )Zk 2t+2

k tek ve n tek iken

k—-2t+1
S 2 o ( 1).ZF72H2 (=) e esit oldugu gbriilecektir.

Yani eger bu kural genelgeger bir kuralsa Fkn

k tek ve n ¢ift iken
_ (k+1)/2 k2te1r g e
Lemma 6-¢c Fin=X,2y /5 2 .—— .({)). 2" 722 ve
k tek ve n tek iken
(k+1)/2 k—2t+1 Kk
Lemma 6-d Fin=X, - s - ((0) 2R (e

olmas1 gerekmektedir.
Bu lemmalarin ispatinda agagidaki gosterimler kullanilacaktir

Gosterim1:

— (k t)( ) (k t+1)

( )(k:(llz(lztitl-i)-l)( ) (k t+1)
( )(k t+1)_ (k t+1)
()=t
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Gosterim2:

(k t)+4 (k t+1 - ( )_k 2 (k t+1)
k—t+1 k2t+1 k—t+1 t.k k—t+1) _ k+2 k—t+1
( i ) k—-t+1 ( i )k 2t+2 (k 2t+2)(k—t+1) ( t+ )_k—2t+2'( t+ )

(k_iﬂ) leri sadelestirelim

k-2t41 t t.k k42
k—t+1 "k—2t+2  (k—2t+2)(k—-t+1) k—2t+2
t 4t Kk t k+2
- + -

k—t+1 = k-2t+2 (k—-2t+2) " (k—t+1) k—2t+2

k+2t+2 t (1+ k )= k+2
k—2t+2  (k—t+1) " (k=2t+2) 7  k—2t+2

k+2t+2 t (Zk—2t+2 )= k+2
k—2t+2  (k—t+1) ‘(k—2t+2) / k—2t+2

k+2t+2 2t _ k+2
k—2t+2  (k—2t+2) k—2t+2

k+2  _ k+2
k—2t+2  k—2t+2

Simdi bu esitlik iddialarimiz1 ispatlayalim. Once n’nin ¢ift olma durumunu ispatlayacagiz:

k ¢ift ve n ¢ift iken (Lemma 6-a)

Fin=V'5 Fn2 + k/z ( ) Fnk—2t+1 ye

k tek ve n ¢ift iken (Lemma 6-c)

k—2t+1
kt1)/2 Sk
n—z( ) 2 — ( )Fnk 2t+2  lemmalarimiz vardi.
“k—2t+2

ispat Lemma 6 a-c: iddialarin k=2, k=3 ve k=4 icin dogrulugu Binet formiliinden rahatlikla
gorilebilir.

*K cift ise
FasVE T2 T 452 555 (°8), pnk-2t+1

k—2t+2
k+2)/2 k-2t42  pyq k t+1 k—2t+3
F ( 2 —, Fn
(=X k—2t+3 )

Dogru ise

F(k+2)n:m Z(k+2)/2

(k t+2) Fnk—2t+3 Oldugunu gostermeliyiz
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Sonu¢ 1 den
Fk2n=+/5 B2 + 4 . Fen - (-1)". Fkn  lemma 6 a-c de n gift idi

=5 EZ +4 . Fk+pn - Frn

k—2t+2 k+

- /—5 72 Z(k+2)/2 e (k t+1) Fpk—2t+3

5F2 + k/2 2( )_Fnk—2t+1

Islem kolaylig1 agisindan toplamlar1 V5 Fn2 + 4 parantezine alip V5 Fn? + 4 {i kars1
tarafa atalim ve sonucu y ile gosterelim

k—2t+2 k+
2

Yy Z(k+2)/2 5

, t=1
5 F,%+4- "k—2t+3

k-2t
k/2 p=—= (k-t k—2t+1
te1D 2 .(t_l).Fn

(k t+1) Fnk-2t+3

Birinci toplamm ilk terimini ayri yazahm'
_52 Fnk+1+2k/2 B k4 (k t) Fpk—2t+1
/5 FZ+4

Tk—2t+1
k/2 ( ) Fpk—2t+1

(k t) k+1

e (e20) =(“7¢™) oldugundan ( gosteriml)

_52 Fnk+1+2k/2 (k t+1) Fpk—2t+1
5F2+4

k2t2

Z(k+2)/2 (k t+2) Fnk—2t+3

5 F2+4

TT

W Z(k+2)/2
N GOl

(k t+2) Fpk—2t+3

(k t+2) Fpk—2t+3

=F+2)n

ve
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*K tek ise

k—2t+1 k
2

(k+1)/2 k—2t+2
Fin=X¢= "k—2t+2 ( )Fn

F(k+1)n—V 5Fn% + 4 Z(k+1)/2

(k t+1) Fnk 2t+2

Dogru ise

k— 22L'+3 k+2

F(k+2)n—2(k+3)/ 2 (k t+2) Fnk=2t+% Oldugunu gostermeliyiz

Tk—2t++4

Sonug 1 den
Fk+2n=+/5 EZ + 4 . F+nn - (-1)". Fin
=5 F? + 4. Fxsn - Fin

=/5F2 + 4../5 F? +42(’“’1)/2

L La k ( ) Fpk—2t+2

(k t+1) Fnk 2t+2 _

(k+1)/2
Z Tk—2t+2

(52 +4) x5

(k+1)/2 X241
=1 O 2
"k-2t+2

(k t+1) Fnk 2t+2 _

( ) Fnk 2t+2

Z(k+1)/2 @ (k t+1) Fpk-2t+4 4

k—2t+1 4 (k t+1) Fpk-2t+2 z:(k+1)/2 5% k

Z(k+1)/2 —— ( ) Fnk—2t+2

Birinci toplamin ilk ikinci ve li¢ilincii toplamin son kismini ayr1 yazarsak

ki1
=572 .Fnk*2+

k—2t+1

ZE’LT)/ZS (k t) Fnk—2t+24

k—-2t+1

Z(k n/2¢ 4. (k t+1) Fnk—2t+2 _

pko/2 gk (F75). Frk20v24

Tk—2t+2
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Islemler yapildiginda (k t)+4 (kt tzl P 2kt+2 ( )‘k 2642 (k t+1)

Oldugundan (gosterim 2 ) bu ii¢ toplami tek sekilde ifade edersek

K+t
=52 . Fn**%+

Z(k /2 £ (k) 2 k2 pok-2t+2y
k-2t+2"

3.(k+1). (Fn /2)

k—2t+3 k+2

Z(k+3)/2 (k t+2) Fpk-2t+4

"k—2t++4
=F +2)n

Boylece Lemma 6 a-c ispatlanmis oldu.

Simdi n tek iken ele alalim

k ¢ift ve n tek iken (Lemma 6-b)

Fa=VS FZ 4 %/2 5 5, (K20), k=261 (—1)0+1 ve

k tek ve n tek iken (Lemma 6-c)

k—2t+1
k+1 2c—— k
n_z( ) : = ( )Fnk 2t42 (—1)**1 lemmalarimiz vards.

Ispat lemma 6 b-d: Esitliklerin k=2 , k=3 ve k=4 i¢in dogrulugu Binet formiiliinden
rahatlikla goriilebilir

*K ¢ift iken

Fin=V5 FnZ — 2"/2 ( ). Fnk-26+1 (—1)t+

k+2)/2 (X202 g k—
F(k+1)n—Z( 2 57— — ( t+1) Fnk—2t+3 (—1)t+1
Dogru ise
k 2t+2
F k+2n=V5 Fn? — Z(k+2)/2 (k t+2) Fnk=2t+3 (—1)**1 oldugunu gostermeliyiz.
Sonug 1 den

Faron=+/5 B2 — 4 . Fgeon - (-1)™. Frn
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n tek oldugundan

Fk+on=+/5 EZ — 4 . Fen + Frn

k—2t+2 k+1

\/ST Z(k+2)/2 L .(k t+1) Fpk—2t+3 (- 1)t+1+

k/2
2 k2t (k—t k—2t+1 t+1
v5Fn —4252 '<t—1)'Fn (=1
t=1

Birinci toplamin ilk terimini ayr1 yazalim
k
=/5 F2 — 4. 52 . Fnk*1+

\/T k/2 S (k t) Fnk—20+1 (—1)t+
V5 FnZ — 4 ZR/Z ( )_Fnk—2t+1_(_1)t+1

k
=/5 E2 — 4,52 .Fn**1+

k/2 keat k-
J5EZ 43053 m (476). P2tk (—1)t-
VSFZ —43"%57% . (575). Fnk-26+1 (—1)t

(k - ( ) (k tﬂ) oldugundan ( gosterim1)

k 2t+1

k
=/5 E2 — 4,52 .Fn**1+
\/Tzk/z =2t (k t+1) Fpk—2t+1 (- 1)t
\/T Z(k+2)/2 (k t+2) Fnk—2t+3 (- 1)t+1

=F +2)n
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*K tek iken

k—2t+1 k
2

n—z(k+1)/2 ( )Fnk 2042 (_1)t+1

Tk—2t+2

F ®+1)n=V5 Fn? — Z(k+1)/2

k-t+1 k—2t+2 t+1
(45, Fn (=1

Dogru ise

2(k+3)/2 koatds gy

F k+2)n= (k t+2) Fnk—2t+4 (—1)t*1

Tk—2t+4

Oldugunu gostermeliyiz.

Sonug 1 den ve lemma 6b-d de n tek oldugundan

Fk+on=+/5 EZ — 4 . Fen + Frn

:\/5 F2z — 4. \/5 F2 — 4Z(k+1)/2 (k t+1) Fnk—2t+2 (= 1)t+1+

= Zzt“ k ( ) Fnk-2t+2 (—1)t+1

(k+1)/2
Z Tk—2t+2

=(5 F2 — 4). Z(k+1)/2 (k- t+1) Fnk—2t+2 (—1)t+14

(k+1)/2 (K241 k k—2t+2 1
=1 5 7 gy - (D) PR (-
Z(k+1)/2 (k t+1) Fnk 2t+4( 1)t+1
Z(k+1)/2 k= 2”1.4. (k t+1) Fnk=2t42 (_1)t+14
(k+1)/2 (K241 k k—2t+2 1
=1 5 7 gy - (D) PR (-

Birinci toplamin ilk terimini ikinci ve {iglincii toplamin son terimini ayr1 yazarsak:

ki1
=572 .Fnk*2+

Z(k 1)/2 (k t) Fnk— 2t+2( 1)t

k—2t+1

2:(k 1)/2 (k t+1) Fpk—2t+2 (= 1)t
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(k 1)/2 k—2t+1 k k-
i 5 2 T ( )Fn 2t+2 ( 1)t+1+
(k+1)/2

4%+ /2). Fo k. Fr

Kt
=572 .Fnk*2+

Z(k 1)/2 el (k t) Fnk— 2t+2( 1)t
k—2t+1
gkll)/zs 4. (k f+1) Fnk-2t+2 ( 1)t
(k- 1)/2 keatil k k—2t+2 t
e s - (C)- P22 (D

(k+1)/2
4'((k—1)/2)' Fn k. Fn

Islemler yapildiginda ve (k t)+4 (k t+1 m ( )__k —— (k t+1)

Oldugundan(gosterim2) ve 3 toplamu tek sekilde ifade edersek

k1
=572 .Fnk*2+

k—2t+1

k +2 —
Zg 11)/25 (k t+1) P _Fpk-2t+2 (_1)t+

(k+1)/2
4.((k_1) /2). ==

_Z(k+3)/2 kzzﬂ k+ (k t+2) Fpk—2t+4 (- 1)t+1

"k—2t+4
=F +2)n

Boylece Lemma 7 b-d ispatlanmis oldu.
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2) FnP |Fm SARTININ ARASTIRILMASI

Su anda aradigimiz veri elimizde , Fxn | Fn in polinomu olarak biliyoruz. C6zmemiz
gereken problem artik polinomlarda béliinebilme problemi. Ve k nin tek oldugu polinomlar n
tek iken ve ¢ift iken Fn ye boliinebilirlikleri agisindan oldukga benzer fonksiyonlardir. Ayni
sekilde k ¢ift iken de n nin tek ve ¢ift oldugu durumlar da oldukga benzer fonksiyonlardir.
Bu nedenle ¢oziimii 2 baglikta arayacagiz.

a)k tek iken

*n tek ise

k—2t+1
Fr=y ot /2g—— K (k-ty ppk-2tvz (1)

Tk—2t42

*n ¢ift ise

k—2t+1 k
2

k —_ —
=y /2 5 o (D) Fnfm2i2 (-t (2)

b)k cift iken

*n ¢ift ise

Fin=V5 Fn? + 4 2"/2 ( B Fnk20+1 3)

*n tek ise

Fkn=V5 FnZ — 4 /2 5— (K25).Fnk-26+1 (1)t (4)

esitlikleri elde edilmisti.

Teorem: k=(m/n) tek iken FoP*! |Fm & FoP | (min) dir.
Ispat: Once n’yi tek alalim:

1 ve 2 esitliklerinde tek sabit say1, en basta m/n yerine yazdigimiz, k’dir. k diginda tim

k—2t+2

carpanlar son bdliime dogru 1’e, Fn de Fn ye yaklagsmaktadir.

k= FnP.bolsun .
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k-2t+2=Fp".c olsun . Fn birden farkli bir Fibonacci sayisiyken r daima (k-2t+2=1 haric)
k-2t+1 den kiigiiktiir. Her bolimde Fn*~2t*2 carpani olduguna gore , her boliimde en az p+2
adet Fn garpani vardir ancak son boliim harig. Zira son boliimde k-2t+2 , 1° e esit olmaktadir.
Bu durumda son béliim k. Fn oldugu i¢in polinomumuz F,P*! parantezine alinabilir ve
parantez i¢inde kalan boliimlerden sadece son kisim Fn ¢arpani icermedigi i¢in parantez ici Fn
ye boliinmez. O halde k ve n tek iken Fin, Fn in k= Fy P.b olmak iizere en fazla (p+1).
Kuvvetine boliinebilir.

Ayni yaklasim n ¢ift iken de ayn1 sonucu vermektedir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem:

K=(m/n) cift ve n ¢ift ve n>3 iken

Fi’*? |Fm © FP | (V5 FnZ + 4).(m/2n) ve
K=(m/n) ¢ift ve n tek ve n>3 iken

FP*! | Fm © FoP | (V5 FnZ — 4).(m/2n) dur.
Ispat: Once n yi cift alalim.

k\ , k-2t
(’t(—_lt): (k—kz_ttﬂ): ((,2; - ) oldugundan ve k —2t+1 > % oldugundan her boliimde

mutlaka g carpani vardir. Bu ¢arpani sadelestirebilecek tek bolen ise (k — 2t + 1)! dir.
k

—_ p

~=Fn b

(k—=2t+1D'=Fn'"c olsun

2 den biiyiik hi¢bir (k — 2t + 1)! sayis1 2den biiyiik bir Fn fibonacci sayisin1 k-2t defa

¢arpan olarak igeremeyeceginden ve her béliimde Fn*~2t+1

carpant oldugundan ve her
boliimde S carpani oldugundan her béliimde p+2 adet Fn ¢arpani mutlaka vardir, son bolim
hari¢ olmak iizere. Ciinkii son boliimde k-2t+1 =1 oldugundan tam p+1 adet Fy ¢arpani

vardir.Toplam digindaki V5 Fn? — 4 ¢arpanini da hatirlarsak polinomumuz

V5 Fn2 — 4 . F,P*! parantezine alinabilir ve parantez icinde kalan béliimlerden sadece son
kisim Fp ¢arpani igermedigi i¢in parantez i¢i Fn ye boliinmez. O halde k ¢ift n ¢ift iken Fyn

Fn in, k/2= FnP.b olmak iizere en fazla V5 Fn? + 4 {in igerdigi Fn ¢arpani sayisi art1 p+1 kadar
kuvvetine boliinebilir.

n tek iken de ayn1 yaklagimla ispat yapilir.
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SONUC

Calismamiz esnasinda asagidaki esitlikleri elde ettik.
n tek iken

(Fan/ Fn)?+1= Fay Fn

n ¢ift iken

(Fan/ Fn)2-1= Fan Fn

n ¢ift veya k ve n tek iken

(Fxn/ Fn)?>=(F 1)/ Fn) .(F syl Fn)+1

k ¢ift ve n tek iken

(Fxn/ Fn)?=(F -1/ Fn) .(F synl Fn)-1

n tek iken
Fonl Fn=y/5 E? — 4
n ¢ift iken

Fon/ Fn:\/ 5 Fnz + 4

Buraya kadarki esitlikler i¢in derin bir arastirma yapilmamis olup zaten bilinen esitlikler
olmas1 olasidir.

n tek iken

_ k/2|rk— F. -
Fun= Fn. Lz/l ](t_lt) (FZ_:)k 2t+1

n ¢ift iken

k/21 (k- Fank—
Fio= Fr.Zey (7). (2201 (=)
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k ¢ift ve n ¢ift iken

Fin=V5 FnZ + 4 ¥} k/z ( ) Fnk—2t+1

k cift ve n tek iken

F=VE FnZ = 452575 (F0). Fnk-2t+1 (1)t

k tek ve n ¢ift iken

k—2t+1 k

(k+1)/2 k—2t+2
Fin=X= "k-2t+2 ( )Fn

k tek ve n tek iken

k—2t+1 k
2

(k+1)/2 k—t kK—2t+2 [__q1\t+1
Fin=Y,- i - () Fn (-1

k=(m/n) tek iken

FP™ | Fm & FP | (m/n)

k=(m/n) ¢ift ve n ¢ift iken n>3 sartiyla
FoP*! | Fm & FoP | (V5 FnZ + 4).(m/2n)

k=(m/n) cift ve n tek iken n>3 sartiyla

FP* |Fm © F | (V5 FnZ — 4).(m/2n)

Esitlik ve kosullar1 bulunup ispatlandi.
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PROJENIN AMACI

Diizlemde eskenar licgenlere ayrilmis bir tiggensel bolgede gomiilii
eskenar tiggen sayisini iiggensel sayilar1 kullanarak hesaplamak ve
genellemek.

PROJE OZETI

Bir diizlemde ele alinan bir iiggen igerisindeki eskenar iiggensel bolgelerin ¢izim
tizerinden sayilmasi kisa kenar uzunluklarinda kolay olmasina ragmen kenar uzunlugu
arttikca zorlasan ve hata yapma olasiligi biiyiiyen bir is haline gelir. Konu iizerinde
arastirdigimiz ve inceledigimiz onceki calismalar bu zorluk ve hata payini énemli boyutta
azaltamamistir. Ancak yaptigimiz calisma tg¢genlerin baktigi yon ve kenar uzunlugu
bakimindan onlar1 gruplandirarak kolay bir sayma yontemi ve giivenilirlik saglamaktadir.
Proje genellestirildiginde elde edilen formiil tiim bu olanaklari sunmaktadir. Ayrica yapilan
bu c¢alisma  baz1 degisikliklerle diizlemde alan hesaplarinda diger cokgenlere de
uygulanabilecegi projenin diger c¢alismalara 6n ayak olacagini diistinmekteyim. Ciinki
cokgensel bolgelerin liggenlere ayrilmasi problemi bu diisiincenin temelini olusturmaktadir.
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BIRINCI BOLUM
GIRIS
Bu boliimde projemizle ilgili temel tanimlar ve 6zelikler verilecektir.

Bir eskenar liggeni eskenar iicgenlerden olusan bdlgelere ayirdigimizda farkl
boyutlarda ve farkli yonlerde eskenar licgenler olusur. Kisa kenarli iiggenler i¢in bu ayrimi
yapmak oldukca kolaydir fakat {icgenin kenar uzunlugu biiyiidiigii zaman bolge icinde
gomillii tiggenlerin sayisi olduk¢a artmakta ve ayrim yapmak giiclesmektedir. Daha 6nce
yapilan ¢aligmalarda ( Craine, T. V.,1994) ii¢cgensel bir bolge igine gomiilii iggen sayisini
hesaplamak i¢in sayma ve tablo doldurma metodu tlizerinde durulmustur. Bu projede; bir
eskenar licgen icinde gdomiili eskenar iiggenlerin sayisi kenar uzunlugu ve yon bakimindan
ayristirilarak tiggensel sayilara bagl bir hesaplama teknigi gelistirilerek genellenmistir.

Bu konunun segilis nedeni daha 6nce bu sayi iliskisi lizerinde yeterli ve kesin sonug
veren calismalarin eksikligidir. Bu yontemler tam olarak genellestirilemedigi igin pratik
olarak uygulanamamakta, artan kenar uzunluklarinda hata pay1 ¢ok biiyiik olmaktadir.

Tanim 1.1 : Nokta sayisi eskenar tiggen seklinde diizenlenebilen dogal sayilara liggensel say1
denir. Bir dogal sayiya bir sonraki dogal sayilar1 ekleyerek elde edilir. Her liggensel say1 n bir
dogal say1 olmak iizere; “1 +2 + 3 + ...+ n” sayilarinin toplami seklinde ifade edilebilir.

di =1

dr, =1+2=3

ds =(1+2)+3=6

ds =(1+2+3)+4 =10

ds = (1+2+3+4)+5 =15

de = (1+2+3+4+5)+6 = 21

d7 = (1+2+3+4+5+ 6)+7 =28

dg = (1+2+3+4+5+ 6+7) + 8 = 36

do = (1+2+3+4+5+ 6+7+8) +9 =45

dio = (1+2+3+4+5+ 6+7 +8+9) + 10 =55

Cizelge 1: Uggensel sayilar sekil modeli olarak asagidaki gibi gosterebiliriz.

°
° ° °®
° o o o o o000
® 60 o000
° o o o o o|l0e 000 (0000
1 3 6 10 15

SEKIL -1
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Ozelik 1.1 : Ucgensel sayilarin genel ifadesi n bir dogal say1 olmak iizere;
dh=1+2+3+4+.+(n-2)+(n-1)+n (1)
seklinde gosterilir.

Bu toplam da;
: dn:nx(n+1) )
2
.. n
“'d”ZLZJ ©)
seklindedir.
ISPAT:
dh=1+ 2 + 3 + ..+(n-2)+(n-1)+n (A)
dh=n+(n-1) +(n-2)+..+ 3 + 2 +1 (B)

(A) ve (B)denklemlerinin her iki tarafini taraf tarafa toplarsak n tane (n+1) terimi olur.

2.h=(n+DH+m+DH+m+D)+..+(m+1)+m+1)+(m+1)

— Z
—
n tane
2.dh=nx(n+1)
buradan da;
nxi(n+1
dy = (2 ) 2)

ve

d, =| " 3
=(3) ®

Bu ifade de ayni1 zamanda bir tekrarlama bagintisi bulabiliriz.
Buna gore tekrarlama bagintisi; d 1 = 1 baslangi¢ kosulu olmak iizere;
d n+l = d n+n (4)

seklinde olur.

Bu ifadeyi agarsak

n=1igin di=1

n =2 igin d,=3

n=3i¢in dz=6

n =4 igin ds=10

n=15ig¢in ds=15

n =6 igin de=21

n =7 igin d7=28

n =8 i¢in ds=236

n =9 igin dg=145

n=10i¢in d0=55

n=11ligin d11=66

n=12i¢cin d12=78
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IKiINCi BOLUM
YONTEM

Problem 2.1: Cizelge 1°de verilen eskenar liggende kenarlarinin orta noktalari birlestirerek
kac tane eskenar tiggen elde ederiz? Uggensel sayilar1 bu tiir problemlerin ¢6ziimii i¢in nasil
kullanabiliriz?

SEKIL -2

COZUM:
Her kenarinda iki eskenar iicgenin bulundugu yani en biiyiikk kenarli iicgenin kenar
uzunlugunun iki birim oldugu dikkate alinirsa; yukaridaki liggenleri saydigimizda 5 tane

licgen oldugunu sayabiliriz. Uggensel sayilara gére ¢oziim diisiiniirsek;

Cizelge 2.1: n = 2 i¢in kenar sayis1 liggensel say1 esleme tablosu

Ucgenin Kenar - Tekrarlama
Uzunlugu Uggensel Sayilar Bagintisi
1 CD) di
2 3 d»

Uggenin kenar uzunluguna karsilik gelen ii¢gensel sayilar toplanir daha sonra o
sayidan bir Onceki basamaga kadar gelen sayilar birer basamak atlanarak toplanir. Yani
yukaridaki tabloyu incelersek;

1+3+1=5

Baska bir agidan;
n=1licindi1=1
n=2i¢cind2=3
n=3i¢cind3=6
n=4i¢ind.> =10
n=>5i¢ind 2= 15 oldugunu goz dniinde bulunduralim
di+d2+d1 =1+3+1=5
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Problem 2.2: Asagida bir kenar uzunlugu 3 birim olan eskenar tiggen i¢inde kag tane eskenar
ticgen vardir? Yukaridaki kurala gére ¢6zliim olusturunuz.

SEKIL -3
COZUM:
Cizelge 2.2: n = 3 i¢in kenar sayis1 liggensel say1 esleme tablosu
Ucgenin Kenar . Tekrarlama
Uzunlugu Uggensel Sayilar Bagintisi

1 1 di

2 (3) do

3 6 ds

Tabloya gore 1 + 3 + 6 + 3 = 13 tane eskenar licgen vardir.

n=1licind:1=1

n=2i¢ind,=3

n=3i¢cind3=6

n=4i¢ind 4 =10

n=>51¢in d s = 15 oldugunu g6z 6niinde bulunduralim

di1+doy+d3s+d,=1+3+6+3=13
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Problem 2.3:Bir kenar uzunlugu 4 birim olan eskenar liggen igine gizilebilecek eskenar
ticgenlerin sayisini bulunuz.

SEKIL - 4

CcOZUM:
Cizelge 2.3: n =4 i¢in kenar uzunlugu liggensel say1 esleme tablosu

1 1 di
2 @ d2
3 6 da
4 10 ds

Tabloya gore 1 +3+6 + 10+ 6 + 1 = 27 tane eskenar tiggen vardir.
n=1licind:1=1 O
n=2i¢ind,=3
n=3i¢ind3=6
n=4i¢ind 4 =10
n=>51¢in d s = 15 oldugunu g6z 6niinde bulunduralim

di+dz2+ds+ds+ dy +ds =1+3+6+10+6 +1=27
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Problem 2.4: Bir kenar uzunlugu 5 birim olan eskenar liggen i¢ine ¢izilebilecek eskenar
ticgenlerin sayisini bulunuz.

SEKIL -5
COZUM:
Cizelge 2.4: n = 5 i¢in kenar uzunlugu tliggensel say1 esleme tablosu
Ucgenin Kenar Sayis1 | Ucgensel Sayilar T%I;%a:;lz;?a
1 1 d;
2 €D d>
3 6 da
4 @ da
5 15 ds

Tabloya gore 1 +3+ 6+ 10+ 15+ 10 + 3 = 48 tane eskenar iiggen vardir.

n=1licind:1=1

n=2i¢ind,=3

n=3i¢cind3=6

n=4i¢ind 4 =10

n=5i¢cinds =15

oldugunu g6z 6niinde bulunduralim

di+d2+ds+ds +ds+d2+ds =1+3+6+10+15+10 +3=48

98



Problem 2.5: Bir kenarinin uzunlugu 6 birim olan eskenar iiggenin i¢inde ka¢ tane tiggen
vardir?

SEKIL - 6
CcOZUM:
Cizelge 2.5: n = 6 i¢in kenar uzunlugu tiggensel say1 esleme tablosu
Uggenin Kenar Sayisi | Uggensel Sayilar Tg;rga:g tzig?a
- D 4.
2 3 d )
3 <6> ds
4 10 .
> (1® ds
6 21 de

Tabloya gore 1 +3+6+10+15+21+15+6+ 1 = 78 tane eskenar liggen vardir.

n=1li¢cindi1=1
n=2i¢cind2=3
n=3i¢cind3z=6

n=4ic¢ind4 =10
n=5i¢cinds =15
n=6i¢cindes =21

oldugunu g6z oniinde bulunduralim

=d; +d2+d3 +ds+ds +ds +d1 + d3s + ds
=1+3+6+10+15+21+15+ 6 +1=78
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UCUNCU BOLUM

SONUCLAR VE TARTISMA

Uggensel bir yapi iginde bulunan iiggenlerin toplam sayisin1 iiggensel sayilara bagl
bir iligkiye gore ifade etmek ve genellemek istersek; iki farkli durum ortaya ¢ikar.
Buna gore;n bir dogal say1 ve n>1 olmak iizere

Sonug¢ 3.1: Ucgenin kenar uzunlugu n birim ve n tek say1 ise gomiilii bir sekildeki ii¢gen

sayist;
i) Tepe Noktas1 yukar1 yonlii iggenlerin sayisin1 Y ile gosterirsek
n
Y (n) = E di
k=1
i) Tepe noktas1 asag1 yonlii licgenlerin sayisin1 A ile gosterirsek;

n-1
2

An) = Zd2k
k=1

iii) Toplam tiggen sayist Q ile gosterirsek;

n-1
n 2
am= Y d + ) day
k=1 k=1
ifadesiyle genellenebilir.
ispat:

i) Bu ispati tiimevarim metodu ile yapalim. Buna gore n>1 ve n tek sayi
oldugundan;

3
a) n=3i¢in Y (3)= de
k=1

Y(3): d1+d2 +d3

Y(3)=1+3+6
Y (3)=10
2m-1
b) n=2m-1(m>1)i¢gin Y (2m-1) = de dogru kabul edelim
k=1
Y(szl)Z d1+d2 +d3 +...+d2m_2 +d2m_1 (5)
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2m+1
c) n=2m+1(m>1)i¢in Y 2m+1)= E dy oldugunu gosterelim;

k=1
denklem (5)’te her iki tarafa da dop, +dom g ekledigimizde

Y (2m-1)+domy +dopeq =dg +do +dg +...+dop_o +dom_1+ dopy +domst

2m+1

Y(@2m+1)= E dy olur.
k=1
i) Bu ispati timevarim metodu ile yapalim. Buna gore n>1 ve n tek say1
oldugundan;
1
a) n=3igin A3)= E dok
k=1
A(3) = d2
AR)=3
2m-2
2 m-1
b) n=2m-1(m>1)i¢cin ACm-1)= E dok = E dyk dogru kabul edelim
k=1 k=1
A(2m—1): d2 +d4 +d6 +...+d2m_4 +d2m_2 (6)
2m+1-1

2 m
c) n=2m+1(m>1)igin ACm+1)= ZdZK = E d ok oldugunu gosterelim;
k=1 k=1
denklem (6) da her iki tarafa da d,, eklersek

A@Cm-1)+dy, =dy+dg+dg+..+dom_g4 +dom_2+ doy

m
A (2m+1) = E dok olur.
k=1

(1) ve (i1)’den (iii)’nin ispat1 agiktir
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Sonug¢ 3.2: Ucgenin kenar uzunlugu n birim ve n ¢ift say1 ise gomiilii bir sekildeki ii¢gen

sayist;
i) Tepe Noktas1 yukar1 yonlii tiggenlerin sayisin1 Y ile gosterirsek;
n
Y (n) = E di
k=1
i) Tepe noktasi asag1 yonlii tiggenlerin sayisini A ile gosterirsek;

n
2

A(n) = ZdZK—l
k=1

i) Toplam tiggen sayist Q ile gosterirsek;

n
n 2

Qn) = de + ZdZK—l
k=1 k=1

ifadesiyle genellenebilir. Bu genellestirdigimiz ifade ile daha onceki yontemlere gore
daha giivenli ve daha kolay bir sonug ortaya ¢ikmistir.

Ispat:
) Bu ispati da tlimevarim metodu ile yapalim. Buna gore n>1 ve n ¢ift sayi
oldugundan;
2
a) n=2iseY (2)= E dy
k=1
Y (2)=d;+dy
Y(2)=1+3
Y(2)=4
2m
b) n=2m (m>1)i¢in Y 2m)= E di dogru kabul edelim
k=1
Y(@2m)=d;+dy+d3+...+dom_1 +don (7)
2m+2
c) n=2m+2(m>1)icin Y 2m+2)= E dy oldugunu gosterelim; denklem (7)’de her
k=1

iki tarafa da dppy 1 +dom, 2 eklediimizde
Y (2m)+domiq +domyp = dp+dp +dg+...+dom_g +dom+domyg +dome2
2m+2

Y(2m+2)= de olur.
k=1
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i) Bu ispati da tiimevarim metodu ile yapalim. Buna gére n>1 ve n ¢ift say1

oldugundan;
1
a) n=2igin A2)= ZdZK_l
k=1
A(n) = dl
An)=1

2m

2 m
b) n=2mi¢in (m>1)i¢in A(2m )= E dok_1= E dok—1 dogru kabul edelim

k=1 k=1
A(2m)= d1+d3 +d5 +...+d2m_3 +d2m_1 (8)
2m+2
2 m+1
c) n=2m+2(m>1)icin ACm+2)= E dok_1= E dok_1 oldugunu gosterelim;
k=1 k=1

denklem (8)’de her iki tarafa da dyp,,q ekledigimizde
A(@m) + dppyq = dp+dg+ds+..+dom_3+dom 1+tdomyg

m+1

A(2m+2) = E dok_1 olur.
k=1

(1) ve (i1)’den (111)’nin ispat1 agiktir.

Tartisma 3.1: Bu c¢alisma bazi degisikliklerle diizlemde alan hesaplarinda diger ¢okgenlere
de uygulanabilecegini diistiinmekteyim.

Tartisma 3.2: Eskenar iiggenlerle yaptigimiz bu ¢alisma modelleme sathasinda diizgiin
dortytizliilerle de uygulanabilirligi tarafimizdan gézlenmistir. Ancak; bazi durumlarda kesin

sonu¢ alinamadigindan ve projede siipheye yer vermemek i¢in rapora dahil edilmemistir.

Tartisma 3.3: Fraktal geometrinin bir konusu olan Sierpinski Uggeni ile ilgili ¢alismalara
yeni bir bakis getirecegini diisiiniiyorum.
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TESEKKUR

Bu calismay1r yoneten ve degerli yardimlarmi esirgemeyen Matematik 6gretmenim Sayin
Esref GUREL’ e en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Calismamin her boliimiinde beni tegvik eden ve ¢alismama en uygun ortamin olusturulmasini
saglayan aileme destekleri i¢in sonsuz tesekkiir ediyorum.

Ayrica biiylik bir 0Ozveride bulunarak, projemin hazirlanmasinda her tiirlii olanagi
saglayan Denizli Bilim ve Sanat Merkezi Midiiri Saym Siileyman ARSLAN’ a
tesekkiirlerimi bor¢ bilirim.

C. UYSAL
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UC BOYUTLU ACI

Yukaridaki 2 resme bakalim. Bu 2 resimde de bizlere heniiz ilkokul siralarindayken gdsterilen
perspektif olayini goriiyoruz. Fakat 2 sekil de birbirinin aynisi olmasina karsin ayni mesafede
1. sekil sanki gok daha uzaklara gitmis gibi bir goriintii gizerken 2. resimde bu kadar bariz
bir daralma olmamistir. Perspektif manzaral resimleri disiindigiimizde bu 2 durumda
binalarin boylarindaki kisalmalar, yollarin daralmasi ve de resmin sonundaki bir seklin bize
uzakhgi degismis gibi bir gériinti olusur. Peki neden? Ya da sdyle soralim: bu daralmanin
agilarla bir iliskisi oldugu asikdr, ancak bu sekillerin daralmalarindaki élgiide agi kavrami
bizim igin yeterli oluyor mu?

M

Ya da bir muslugun agzindan damlamak (izere olan bir su damlasini disiinelim. Bu su damlasi
zamanla uzar uzar uzar ve sonunda bir noktadan sonra damlar. Peki, ama hangi nokta? Su
damlamadan énce hangi bu ani tahmin edebilir miyiz? Damlanin diisecegi anin belirli bir
kriteri var midir?
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Bu 2 duruma da baktigimizda olayin iginde bir agi oldugunu anliyoruz. Sanki su
damlasinin yiizeyi bir aginin yay: gibi. Gittikge daraliyor. Ya da perspektiflerimizde, aginin
baslangi¢ noktasini gittikge geri alinlyor da ayni uzunluktaki yay daha biyik bir gember
izerinde dl¢lldlgi igin agi kiiglilGyor gibi. Peki, ama ya binalarin yiiksekligi ne olacak?
Hepsinde bir agi kavrami var ama bizim bildigimiz agi bunun igin yeterli olmuyor.

Bilim ve teknoloji ¢ok ilerledi. Artik uzay gagindayiz. Insanlar Uzay ve geometri
hakkinda hig olmadigi kadar gok bilgiye sahip insanoglu. Ve artik simirlari asmak, yeni seyler
bulmak istiyorlar. 4. boyutu gozmek artik yeni hedef. Ve iste tam bu esnada aklima bir soru
geliyor. Peki, 3. boyutta her sey bitti mi? Sanirim ¢ogu kisi en azindan sinirlara gelindigini
disiinliyor. Ama perspektif resimler ve su damlasinda gérdiigiimiiz gibi heniiz geometrinin
cevaplayamadigi seyler var. Bu diisiinceyle giktigimiz arayista bizim ihtiyacimizi acaba aginin
3. boyutu kazanmis halimi diye diisiindiik ve ortaya 3. boyutta 3. boyutlu agiyi gikardik.

3. boyutta agi kavrami

2. boyutta baslangig noktalari ayni olan 3. boyutta basglangig noktala-
2 151n aliriz. Isinlar arasinda kalan bélge ri ayni olan 3 1gin aliriz. Isin-
2. boyutta agi olarak tanimlanir. Bu agi lar arasinda kalan bélgeyi 3
nin él¢ii aleti ise cemberdir. Ag! olarak tanimlariz. Bu

Aginin 6lgii aleti ise kiiredir.
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Gemberde agi dlgmeyi dgretildigi kadar
Basit digtinmeyip inceleyelim.

2 1sinin gemberi kestigi noktalar gember
Uzerinden en kisa yolla birlegtirilir. Bu dur
umda gemberin lizerinde gizdigimiz ¢izgi-
nin uzunlugunun gemberin gevresine orani
ise bizim agimizin dlgisiidir.

Merkezden gikan 3 isin kiireyi 3 noktada keser. Bu 3 noktay: kiire (izerinde en kisa yoldan
birlestirmemiz gerekir. Kiire (izerindeki 2 noktay: ise en kisa yoldan merkezi kiirenin
merkeziyle ayni olan gemberin iizerinden birlestirebiliriz. Bu sekilde noktalari 2'serli
birlestirdigimizde yiizeyde bir

Kiiresel iiggen olusur. Iste merkezden gikan 3 isin ve kiiresel iiggenden olugan bu sekil bize
3. boyutta 3 boyutlu agiy: gosterir. Ya da baska bir bakisla merkezden ¢ikan 3 tiggen ve bir
kiiresel liggenden olusan sekil 3 boyutlu agidir da denebilir
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3 BOYUTLU ACININ OLCUMU

Aradigimiz 6lgii ylzeydeki kiresel lggenin alanidir. Bu kiiresel tiggenin alanina A, kiiresel
licgenin agilarina da a b ve ¢ dersek Girard Teoremi'ne gore a+b+c=pi+A/r2 dir. A'y: yalniz
biraktigimizda A=(a+b+c-pi)r2 olur. Bizim tam agimiz 4pi r2 olduguna gore ve bizim ag
6lglimiiz ylizeydeki lggenin alaninin kiirenin alanina orani olduguna gére, oranladigimizda r nin
bir 6nemi kalmaz. Ki bu gayet dogladir. Zira 2 boyutlu agida da bunu gériiriz. O halde
esitligimizde r leri gérmedigimizde (i¢ boyutlu bir aginin &lgisii a+b+c-pi yani a+b+c-180
olur.
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3 BOYUTLU KOORDINATTA 3 BOYUTLU ACI

2. boyutta 2. boyuttaki bir agiyi élgmek igin kullandigimiz gemberi 1. boyuttan 2
dogruyla 2 iizeri 2 adet bdlgeye ayiririz.

LY
S
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3. boyutta 3. boyuttaki bir agiyr élgmek icin kullandigimiz kiireyi ise 2.
boyuttan 3 diizlemle 2 iizeri 3 adet bdlgeye ayiririz.

2. boyutta her bir bdlge 90 derecedir. Bizim 3 boyutlu agimizda da her bir bdlgeyi
olusturan agimizin 6lgiisi 90 derecekiip gelir. Zira tam agi 4pi r iizeri 2den dolay:
720 derece olduguna gore ve kiiremiz 8 es pargaya béliindiigiine gore bu ifadenin
dogrulugu saglanir. O halde 3. boyuttan agi incelenirken uzay 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
ve 8. olmak tizere 8 balime ayrilir.

3 BOYUTLU ACI TURLERI

Buraya kadar gok giizeldi. Peki, ama bu yetti mi? Bizce yetmedi. Zira bir
binanin gatisindaki daralmay: lgmek igin bu agiyi gatiya yerlestiremeyiz.
Glinkd gatinin 4 kenari ve 4 yiizeyi vardir. Ancak bu onun 4. boyuttan bir
agtyla dlgiilmesi gerektigini géstermez. Zira gatiyi, dar kismini uzatip bir
noktada birlestirerek kiirenin merkezine yerlestirdigimizde halen kiire
ylizeyinde 2 boyutlu bir alan kaplamaktadir. O halde 3 boyutlu agi tamimi
simdi biraz daha degismelidir. Zira bu gdriiniise gére 3 boyutlu aginin farkh
gesitleri de olmalidir.
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*3gensel 3 boyutlu ac¢i: Kiirenin merkezinden gikan 3 i1sinin arasinda kalan
bélgeyi dlgiilendirmeyi amaglar. Kiirenin merkezinden gikan 3 i1sinin kiire
ylizeyinde olusturdugu kiresel iggenin alaniyla bulunur.

4gensel 4 boyutlu a¢i: Kiirenin merkezinden ¢ikan 4 isinin arasinda kalan
bélgeyi élglilendirmeyi amaglar. Kiirenin merkezinden ¢ikan 4 i1ginin kiirenin
ylizeyinde bir sekil olusturur. Bu seklin alani ise bize 4 boyutlu aginin
olgisini verir.
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Peki 3 gensel 3 boyutlu aginin nasil dlgiilecegini biliyorduk. Ama bu yeni agi
gesitlerini nasil dlgecegimizi bilmiyoruz. O halde durumu biraz inceleyelim. 2
boyuttaki gokgenleri diisiinelim. 4 gen 5gen 6gen. Hepsinin de ortak bir
yapitasi vardir. Uggen. Tiim gokgenler 3genlerden olusur. 4gen 2 iiggenin
Bgen 3 liggenin 6gen 4 liggenin birlestirilmesiyle elde edilir. O halde 4gensel
4 boyutlu aginin yiizeyde olusturdugu sekle bakalim. 3gensel 3 boyutlu agida
ylizeyde olusan 3genin kiiresel liggen olarak adlandirildigini biliyoruz. Simdiki
seklimiz iginse ise daha 6nceden belirlenmis bir tanima rastlamadik ama
muhtemelen bu seklin de kiiresel dértgen olacagini disiinerek, bu sekle
kiiresel 4gen demeyi uygun buluyoruz. O halde, aynen 2 boyutta bir ddrtgeni
2 liggenin olusturmasi gibi, 3. boyutta da bir kiiresel dortgeni 2 kiiresel
Gggenin olusturacagini gikariyoruz. Zira kigik bir hayal giicliyle bunu tahmin
edebilir ve onaylayabiliriz. Simdi isimiz gcok kolay. Biz kiiresel tiggenin alanimi
bulmay: biliyoruz. O halde 4gensel 3 boyutlu agimizi buna gére tekrar
gizecek olursak:

Gibi bir sekil ortaya gikar. Alttaki {iggenin alani igin agilarina a b ve ¢
dersek a+b+c-180 istteki lggen igin de agilarina x,y ve z dedigimizde
x+y+z-180 diyebiliriz. O halde bizim aradigimiz agi a+b+c+x+y+z-360 olur.
Yani 4genin ig agilar toplamina t dedigimizde agimiz +-360 derecekiip olur.
Bu durumu 5gensel 3 boyutlu agi igin distindiigiimiizde (a+b+c-180)+(x+y+z-
180)+(u+v+k-180)den agilar toplamina yine t dedigimizde t-540 olur.

Agi gesitlerini 3 boyutlu 6gensel agi, 3 boyutlu 7gensel, 3 boyutlu 8gensel
aglag! olarak devam ettirebiliriz. Bu sekilde bir sonsuzgene yani kiireye
geldigimizde yiizeyde bir kiire kapagi olusur. Kiirenin kdsesi olmadigi {igiin
ylizeydeki seklin agilarindan bahsedemeyiz. Kiiresel dairenin yani kiire
kapaginin alanini da 2piRh ile bulabilecegimizi ise zaten biliyoruz.
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*Burada bir ayrinti dikkatimizi geker. Agimiz n gen oldugunda onu olusturan
n-2 tane liggen olur. Biz her bir ggenin alanini bulusumuzda agilar toplami
eksi 180 olarak buluruz. O halde bir kiresel ngende agilar toplamina t
dedigimizde agimizin t-(n-2)180 isleminin sonucuna esit oldugunu
soyleyebiliriz

Bu durumda yeni bir 3 boyutlu agi tfanimi yapmamiz gerekir. O halde 3
boyutlu aginin tanimini tekrar yapiyoruz:

Bir kiirenin merkezinden gikan n adet isinin aralarindaki agry: élgmek igin
kullandigimiz aginin adidir. Bir kiirenin merkezinden gikan n adet i1ginin,
kiirenin yiizeyinde dokundugu n adet noktalari 2serli olarak ve bir kiiresel
n gen olusturacak sekilde birlestirmemizle kiirenin yiizeyinde olusan alan
3. boyuttan bir aginin élgiisiini gdosterir.

*n gen: n adet kenar ve késeye sahip gokgen
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YENI BIR BAKIS VE YENI BIR GORUS

Sekilde gériilen sekillerin daralma agisi 4gensel bir 3 boyutlu agiyla élgiilir.

Yani sekillerin daralip bir nokta haline geldigi noktay: merkez kabul eden bir
kiirenin, bu sekiller tarafindan taranmasiyla yiizeyinde olusacak alan bizlere
sekillerin daralmalarindaki élglyd verir.

Bu durumda kabaca bir hesapla birinci seklin agisinin daha kiigiik oldugunu
gorebiliriz. Yani birinci seklin daralma agisinin 2 sekilden daha kiiglik olmasi
nedeniyle, yiizeylerindeki dértgenlerin ayni biyiiklikte olmasina ragmen
arkadaki dértgenler 1. sekilde daha kdigiktdir.
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Su damlalarinin musluktan diisme aniysa yine belli bir hesaba gdredir. Bu
hesab: bizlere bulduracak olan ise dairesel 3 boyutlu agilardir. Zira belirli
bir noktadan su damlalarina teget sonsuz tane isin yolladigimizda bir dairesel
3 boyutlu agi olusur. Yukaridaki sekilde de goriilecegi iizere bu agi gittikge
daralmaktadir. Belirli bir x agisindan itibaren ise su damlasi artik dayanamaz
ve kendisini bosluga birakir.
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GOZLERDEKI SIR

Gozler insanlik tarihi boyunca hep gizemli olarak gérilmiis, Gzerine birgok
vasif yiiklenmistir. Ve bugiin bu vasiflarin arasina bugiin 3 boyutlu ag! da
katilmig bulunmaktadir.
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Insanoglu devasa biiyiikliikteki bir kiirenin iizerinde yagamaktadir. Ancak bu
kiirenin tamamini bir anda géremez. Yani insanin bir gérme agisi vardir. Peki,
insanin gérme agisi nasil bir 3 boyutlu agidir?

Isigin yayilmasi ve insanin gormesi de tarih boyunca gok tartisiimistir. Baz
donemlerde insanlar insanin géziinden sagilan bazi maddelerle gérme olayinin
gergeklestigine inanmistir. Biyolojik anlamda bu bilgi giiniimiizde yanhs olsa
da insanin gérme agisini anlamak igin oldukga énemlidir. Zira insan goziinii bir
el feneri gibi disiindiigiimiizde gozden gikan dairesel bir 3 boyutlu ag!
etrafini aydinlatmakta gibidir. Biyolojik olarak dogru olani ise, bu isinlarin
gevreden insan goziine dogru olmasidir. Bunun disinda énemli bir fark yoktur.
Ve insanin gevresini gorme agisi da, gevreden insan géziine giren isinlarin
daralma agisina esittir. Bu durumu hayal edecek oldugumuzda ya da direk el
fenerini disilindlgiimiizde insanin gérme agisinin asagidaki gibi bir agi
oldugunu gormek hig de zor degildir.

Tabi bu durum i51gin dogrusal yayildigini farz edilerek hesaplanir. Ayrica
insanin g6z bebegi sabit de degildir. 66ziin beyaz kisminda insan gérmek
istedigi alami segebilir. O halde gérme olayinda insanin o an gérebildigi
bélgenin agisi gibi kafasini sabit tutarak gorebilecegi alanin agisi da vardir.
Insanin g6z bebegini diisiindiigiimiizde bu agi bizim sunmus oldugumuz
herhangi bir ag! gesidine uymamaktadir. Zira bu agi bir 3 boyutlu agi degil 2
3gensel 3 boyutlu aginin sirt sirta birlesmis halidir.

Bugiin insanligin bilgisi {izerine eklemis oldugumuz bu tanimin ilerleyen
yillarda suyun damlama ani, insanin gérme agisi ve perspektif resimlerdeki
agilar gibi daha birgok uygulama alani bulacagi, insanligin kavrayamadigi
birgok olaya da 3 boyutlu aginin agiklik getirecegini umuyor ve de biliyoruz.
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PROJENIN AMACI

Kare ve dikdortgen seklinde diizenlenmis nokta 1zgaralarinda, noktalar1 kose kabul
ederek farkli boyutlarda kareler ¢izmek; ¢izilen karelerin sayisini hesaplamak i¢in bir yontem

gelistirmek.

PROJE OZETI

Bir diizlemde bulunan kare (nxn) veya dikdortgen (mxn) seklinde diizenlenmis nokta
1zgaralarinda koseleri nokta olacak sekilde diiz veya capraz kareler ¢izilebilir. Cizilen
karelerin sayilmasi kiigiik nokta 1zgaralari i¢in olduk¢a kolaydir. Ancak nokta izgarasinin
biyiikliigii arttikca karelerin sayilmasi hem zorlasir hem de hata yapma olasilig1 biiyiir.
Inceledigimiz onceki calismalar hata paymi azaltamamis ve ¢izilen seklin kare oldugunu
garanti altina alamamustir.

Yaptigimiz bu ¢alismada karesel ve dikdortgensel nokta 1zgaralarinda ¢izilen kareler
gruplandirilarak genellestirilmis; bu genelleme yapilirken elde edilen toplamsal ifadeler
formiillestirilmistir. Bu formiille de hem kolay bir sayma yontemi saglanmis hem de sonug

giivenilir ve tutarli hale getirilmistir.
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BIRINCI BOLUM
GIRIS
Bu béliimde projemizle ilgili temel tanimlar ve ézelikler verilecektir.

Bir kare nokta 1zgarasinda koseleri kare nokta i1zgarasinin noktalar1 olacak sekilde
kareler ¢izilebilir. Kenar uzunlugu dogal say1 olan diiz kareler ve kenar uzunlugu karekoklii
sayilar olan capraz kareler sayildiginda kare sayilardan olusan bir Oriintii olusur. Nokta
1zgaralarindaki nokta sayisi kii¢iik oldugunda olustura bilecegimiz kare ¢esidi oldukca azdir
ve bir sonuca varmak kolaydir ancak nokta 1zgarasindaki nokta sayisi biiyiidiikce
olusturabilecegimiz kare ¢esitliligi ve bu karelerin nokta 1zgarasindaki bulunma sayis1 artar ve
bu karelerin toplam sayisin1 bulmak gittik¢ce zorlasir. Bu projede; bir kare veya dikdortgen
nokta 1zgarasindaki noktalar {izerinde bulunan karelerin sayisinin bulmak ic¢in bir yontem
gelistirilmistir.

Bu konunun segilis nedeni daha 6nce say1 nokta iliskisi tizerinde yeterli ve kesin sonug
veren calismalarin eksikligidir. Bu yontemler tam olarak genellestirilemedigi i¢in pratik

olarak uygulanamamakta, artan kenar uzunluklarinda hata pay1 ¢ok biiyiik olmaktadir.

Tamm 1.1: a,,a,,a,,...,a, € IR ve ne€IN" olsun.

n
a,+a,+a,+..+a, toplami Y  (sigma) sembolii kullanilarak kisaca a, biciminde
1Td; Tdg n tOp g K

k=1

gosterilir ve “toplam k=1 den n ye kadar a, ” seklinde okunur.

- Fonksiyonun kurah

Ust sinir. | n

2

=1

Fonksiyonun Alt sinir.
degiskeni
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Ozellik 1.2. a,,a,,4,,..,a, € IR ,b,,b,,b,..,b, € IR ve ce IR olmak iizere;

a) kZ:‘C:nC
b) kznl:cak :ckznl:ak
c) Zn:(ak +h, )= Zn:ak iibk
k=1 k=1 k=1
d) p,r € Z olmak tizere Zak Zak+r Zbk :

k=p-r k=p+r

Kural 1.3. Toplam sembolii kurallar1

a) Ardigik sayilarin toplami

n(n+1)

14243+, +n—2k— >

b) Kare sayilarin toplami

n(n +1) 2n +1)

1°+2°+3F +..+n° Zk2 =
c) Kiip sayilarin toplami

1P+2°+3%+..+n° :ik?’ :[”(”Jrl)}z
k=1

2

Tanmm 1.4: Diizlemde noktalarin birim karenin koselerini  olusturacak sekilde

diizenlenmesine kare nokta 1zgarasi ad1 verilir.

Satirda ve siitunda n tane nokta bulunan kare nokta izgarasina nxn kare izgara adi
verilir.
Satirda m tane ve siitunda n tane nokta bulunan kare nokta 1zgarasina mxn dikdortgen

1zgara ad1 verilir.
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Cizelge 1: Kare nokta 1zgaralarini sekil modeli olarak asagidaki gibi gosterebiliriz.

- L] L ] L] L ]
- L] L L]
[ ] L] [ ] - L] L L] L
- L L L]
L] L] L - L] L] L] -
- L] L] L]
- L] L ] L L] L L] L
- L L L]
- [ ] - L] -
3x3 kare nokta 1zgara 4x4 kare nokta 1zgara 5x5 kare nokta 1zgara
- L] - L) L L) .
L] L] L L]
- L - L] - L] )
L] L] L) L] .
- - - L] - L]
- L] L] L]

3x4 dikdortgen nokta 1zgara 4x6 dikdortgen nokta 1zgara 5x7 dikdortgen nokta 1zgara
SEKIL -1

Tamim 1.5: Nokta sayisi kare seklinde diizenlenebilen dogal sayilara kare sayilar denir. n bir
dogal say1 olmak iizere n? seklinde gosterilir.

1,4,9,16,25,..., n

Cizelge 2: Kare sayilar1 sekil modeli olarak agagidaki gibi gosterebiliriz.

1=12 4=22 9=32 16=4? 25=5?
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IKINCI BOLUM

YONTEM

Problem 2.1:Sekil — 1’de verilen 3x3 kare nokta 1zgarasinin noktalarini kose kabul eden kag

farkli kare vardir?

[ ] L] [ ]

L L L

[ ] L] L
SEKIL -1

COZUM:
Diiz ve capraz olarak kareler olusur.

Cizelge 2.1. 3x3 kare nokta i1zgarasinda kareler

1x1: 4 tane J2x+/2: 1 tane
2x2: 1 tane

Toplam:1+4+1 kare
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Problem 2.2:Sekil-2’de verilen 4x4 kare nokta 1zgarasinin noktalarini1 kose kabul eden kag

farkli kare vardir?

s : . .
. . . .
. . . .
. . . .
SEKIL -2

CcOZUM:
Diiz ve capraz olarak kareler olusur.

Cizelge 2.2. 4x4 kare nokta 1zgarasinda kareler

[]

1x1: 9 tane J2x+2: 4 tane V5 x+/5: 2 tane
2x2: 4 tane

3x3: 1 tane

Toplam:1+4+9+4+2=20 ifadesini;
1+49+2.4+2 =1+9+2.(4+1)=20 seklinde diizenleyebiliriz.
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Problem 2.3:Sekil-3’de verilen 5x5 kare nokta i1zgarasinin noktalarint kose kabul eden kag

farkli kare vardir?

: : : : s

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .
SEKIL -3

COZUM:
Diiz ve ¢apraz olarak kareler olusur.

Cizelge 2.3. 5x5 kare nokta 1zgarasinda kareler

[]

1x1: 16 tane J2 x+/2: 9 tane V5 x+/5: 8 tane
2x2: 9 tane 2/2%24/2 : 1 tane V10x+/10: 2 tane
3x3: 4 tane

4x4: 1 tane

Toplam:1+4+9+16+9+1+8+2=50 ifadesini

4+16+2(9+4+1)+2=50 seklinde diizenleyebiliriz.
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Problem 2.4:Sekil-4’de verilen 6x6 kare nokta i1zgarasinin noktalarini kdse kabul eden kag

farkli kare vardir?

COzZUM:

Diiz ve capraz olarak kareler olusur.

Cizelge 2.4. 6x6 kare nokta 1zgarasinda kareler

-

1x1: 25 tane
2x2: 16 tane
3x3: 9 tane
4x4: 4 tane
5x5: 1 tane

\/§><\/§:16tane
2J2 %242 : 4 tane

\/EX\/E : 18 tane
J10x+/10 : 8 tane
V17 x+/17 : 2 tane

N/

\/Ex\/l_& 2 tane
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Toplam:1+4+9+16+25+16+4+18+8+2+2=105 ifadesini;

1+9+25+2(16+9+4+1)+2(4+1)=105 seklinde diizenleyebiliriz.

Problem 2.5:Sekil-5’de verilen 7x7 kare nokta 1zgarasinin noktalarint kose kabul eden kag

farkli kare vardir?

COZUM:

Bir 6nceki problemde uyguladigimiz diizenlemeyi burada da uygularsak
1+4+9+16+25+36+25+9+1+32+18+8+2+8+2

4+16+36+( 2.25+2.16+2.9+2.4+2.1) + (2.9+2.4+2.1)+ 2.1
4+16+36+2(25+16+9+4+1)+ 2.(9+4+1)+2.1=196

seklinde diizenleyebiliriz.

Problem 2.6:Sekil-6’de verilen 3x4 dikdortgen nokta 1zgarasinin noktalarini kdse kabul eden

kac farkli kare vardir?

SEKIL - 6
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COzZUM:
Diiz ve ¢apraz olmak {izere 2 farkli kare bulunur.

Cizelge 2.6. 3x4 kare nokta 1zgarasinda kareler

3.2+2.1

Toplam: 3.2+2.1+2.1=10

Problem 2.7:Sekil-7’de verilen 3x5 dikdortgen nokta 1zgarasinin noktalarint kose kabul eden

kag farkli kare vardir?

SEKIL -7

COZUM:
Diiz ve ¢apraz olmak tizere 2 farkli kare bulunur.

Cizelge 2.7. 3x5 kare nokta 1zgarasinda kareler

4.2+3.1

Toplam: 4.2+3.1+3.1=14
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Problem 2.8:Sekil-8’de verilen 4x5 dikdortgen nokta 1zgarasinin noktalarini kose kabul eden

kag farkli kare vardir?

SEKIL -8

CcOZUM:
Diiz ve ¢apraz olmak tizere 2 farkli kare bulunur.

Cizelge 2.8. 4x5 kare nokta 1zgarasinda kareler

4.3+3.2+2.1 3.2

Toplam: 4.3+3.2+2.1+3.2+2.1+2.1=30

Problem 2.9:Sekil 9°de verilen 5x6 dikdortgen nokta 1zgarasinin noktalarini kose kabul eden

kac farkli kare vardir?

SEKIL -9
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COzZUM:
Diiz ve ¢apraz olmak {izere 2 farkli kare bulunur.

Cizelge 2.9. 5x6 kare nokta 1zgarasinda kareler

2.1+2.1

Toplam: 5.4+4.3+3.2+2.1+4.3+3.2+2.1+3.2+2.1+2.1=70
Problem 2.10:Sekil 10°da verilen 7x10 dikdortgen nokta 1zgarasinin noktalarini kose kabul

eden kag farkli kare vardir?

SEKIL - 10
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6.9+5.8+4.7+3.6+2.5+1.4+5.84+4.7+3.6+2.5+1.4+4.7+3.6+2.5+1.4+3.6+2.5+1.4+2 5+1.4+1 .4
Ifadesinde

6
6.9+5.8+4.7+3.6+25+1.4= » k(k+3)
k=1
5
5.8+4.7+3.6+2.5+1.4= Y k(k+3)
4
47+3.6+25+14= ) Kk(k+3)
k=1

3.6+2.5+1.4= 23: k(k+3)
| pan
2.5+1.4= ; k(k+3)
:
1.4= ; k(K +3)

6

= k(k+3)+ 5 k.(k+3)+24:k.(k+3)+ik.(k+3)+ik.(k+3)+zl:k.(k+3)

k=1

26: Zk: p(p+3)=364

k=1 p=1

Bulunur.
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UCUNCU BOLUM

SONUCLAR VE TARTISMA

Kare (nxn) nokta izgarasi veya dikdortgen (nxm) nokta 1zgarasinda g¢izilebilecek
karelerin sayisin1 bulma ve birbiriyle iligkisini ifade etmek ve genellemek istersek kare ve
dikdortgenler icin birbiriyle iliskili iki ayr1 durum ortaya ¢ikar

Buna gore; nelN ve n>1 m>1 ve olmak iizere

Sonu¢ 3.1: Kare nokta 1zgarasi (nxn) icine gomiilii karelerin toplammm K(n) ile

gosterirsek;
% ( 2 n-2p
2k —1)° k® : ngiftsayr
K(n) =1 1)
2 n-2p
(2k)* +2. k® : nteksayr
SeregS

2 2
. T n !n —1!
Ifadelerinin ikisi de agihirsa Vn > 1 ve nelN i¢in K(n) = B sonucu bulunur.

Sonu¢ 3.2: nmeIN ve n>1 m>1 icin dikdortgen (mxn) nokta 1zgarasia koseleri
noktalar iizerinde olmak iizere cizilebilen kare sayisin1 D(n) ile gosterirsek
Toplamu i¢in ii¢ farkli durum s6z konusudur.

i) (mxn) nokta 1zgarasinda n>m igin;

D(m,n)=mz_lip.(p+n—m)=m(zn_rn m2—1) (2)

k=1 p=1 12

ii) (mxn) nokta 1zgarasinda m>n ise

D(m,n) = mz-l ip.(p+n—m)=n(2m_n n2—1) ©)

12

k=m-n p=m-n
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iii) (mxn) nokta 1zgarasinda m=n ise her iki ifade icin de kare nokta 1zgaralardaki

toplam kare sayis1 olan

D(m,m) = ZZ Mm_—l)

k=1 p=1
Ve
n-1 k 2of 2
D(n,n) = Zzﬂn__l)
(n,n) ;; o

Esitlikleri yani Sonuc 3.1 ortaya cikar.

Ispat 3.1: Tiimevarim yontemini her iki ifade igin ayr1 ayr1 uygularsak

a) nelN ve n ¢ift say1 igin;

n=2 i¢in

K(2 (2k —1)° 22n2p (2k —1)* = _43
(2)= Z + ;; Z 12
1=1

teIN ve t>1 i¢in n=2t olsun bu durumda esitligimizi dogru kabul edelim

t+1 t 2t-2p+2

K2t+2)=) (k=1 +2> > K’
k=1 p=1 k=1
_ t . 2 2 S 2 2 J
K(2t+2) kZl:(Zk 17 + (2t +1) +2£Zk Zk Zk T +Zk Zk
U
~
t tane
K(2t+2) = sz 1) +2[2t2ik2 ik% +Zk2 ZKJ +(2t+1) +2Zk2
~
(t-1) tane
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t-1 2t-2p

K(2t+2) = (2t +1

t?(2t —1)+ 6t + 3+ 2t(4t +1)J
3

K(2t+2) = (2t +1

2t3—t2+6t+3+8t2+2tJ
3

3 2
K(2t+2) = (2t +1 2t + 7t +8t+3J

3

K(2t+2) = (2t +1 %@”C”)J

(2t + 2)|(2t + 2) 1]
12

K2t+2) =

ve ispatimiz tamamlanmis olur.

b) nelIN ve n tek say1 igin;

1) n=3 i¢in
1 3-2p 9.8
K(3) = sz +2ZZk2 22 121= 6=""
p=1 k=1
bulunur.

if) teIN ve t>1 i¢in n=2t + 1 olsun bu durumda esitligimizi dogru kabul edelim

t 2t+l-2p

K(n)zzt:(m()2 Z Zkz_ (2t +1)° 2t+1 _1]

p=1 =1

iii) teIN ve t>1 igin n=2t+3 olsun bu durumda ifademizin dogru oldugunu gosterelim.

t+1 t+1 2t+3-2p

K= (k) +2)" > Kk

t  2t+1-2p 2t+1

~ Z sz +(2t+2) ﬁuzzk2

k=1
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2t+1

2 | 2 4
_ (2t+) '(122t+1) —1 +(2t +2) +2.Zk2

(2t +1)(2t+2)(4t +3)
6

_ (2t+1? (241 1]

T +(2t+2) +2.

_(2t+1)° (2t)2t +2) c(2te2) 4 (2t +1)(2t + 2)(4t +3)

12 12

=(2t+2

2t(2t +1)* +12(2t +2)+ 4(2t + 1)(4t + 3) J
12

=(2t+2

8t3 +8t% + 2t + 24t + 24 + 32t> +40t+12J
12

=(2t+2

8t% + 40t + 66t + 36
12

(2t+3)* (2t +4)
12

_(2t+3) (2t + 21).§2t +4)]

= (2t+3) (Z[+—?’)2_1J

12

=(2t+2

ve ispatimiz tamamlanmis olur.

n n-2
2 2k — 1 izp . ngiftsayr
k=1 p=l k=1 nz(nz _1)
K(n) = = —— nelNven>l1 igin
nt nt 12
2 2 _n-2p
Z(ZK)2 +2.ZZK2 : nteksayi
k=1 p=1 k=1

Ispat 3.2:

1) Dogrudan ikinci tarafa esit oldugunu gosterebiliriz.

D(m,n) = ZZp p+n— m ZZp +pn —pm

k=1 p=1 k=1 p=1

Sk(k+1)(2k+1) . k(k+1) k(k+1)
2 5 Mg

2 2

k=1
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kel -+ (2K 1)+ 3nk{k + 1)~ 3mk(k +1)
> 6

k=1

= 2k® +3k? + k + 3nk? + 3nk —3mk?2 — 3mk
6

< 2k? + k?(3+3n —3m)+ k(1+3n—3m)

_(m —61).m :(m —21).m +(3+3n —3m)(2m6_1)+(1+3n —3m)ﬂ

(m—-1)m| 3m? —3m + 6m — 3+ 6nm —3n — 6m* +3m+3+9n—9mJ
6 6

m—-1)m| —3m? —3m + 6nm + 6n
_( )
6 6

_(m-1m[-m(m+1)+2n(m +1)}
6 | 2
(m-1)m(m+1)2n —m)
12

D(m,n)= m(2n — ;nz)(m2 -1)

i1) Dogrudan ikinci tarafa esit oldugunu gosterebiliriz. nmeIN ve n>1 m>1 i¢in

dikdortgen (mxn) nokta 1zgarasinda m>n igin

D(m,n) = i ip.(p+n—m)

k=m-n p=m-n

m-1 K+n—-m+1

= m21: Zk:p2+p(n—m): Z Z(p—n+m—1)2+(p—n+m—1)(n—m)

k=m-n p=m-n k=m-n  p=1

m-1 Kk+n—-m+1
Zp2+n2+m2+1—2pn+2pm—2p—2nm+2n—2m+pn—pm—n2+nm+nm—m2—n+m

k=m-n  p=1

140



m-1 k+n-m+1
:z sz+1—2pn+2pm—2p+2n—2m+pn—pm—n+m
k=m-n p=1

m-1 k+n-m+1
=z sz+p(—2n+2m—2+n—m)+1+n—m
k=m-n  p=1

m-1 k+n-m+1
= Z Zp2+p(m—n—2)+1+n—m
k=m-n  p=1
0 (k+n-m+1)k+n-m+2)2k+2n-2m+3) (k+n-m+1)k+n-m+2)

_Z 5 + > (m-n-2)

k=m-n

+(k+n-m+1)(1+n-m)

_ Z": k(k +12(2k +1)+ k.(k2+1)(m_ h—2)+k(1+n—m)

k=1

1 n
= 6;2k3 +3k?(m—n—1)+k(L+3n —3m)

6 2

:1{2[n(nz+1)}2 +3n(n+123(2n+1)(m_n ~1)+ n(n +1)(1+3n —3m)}

_n(n +1){n(n +1)+ (2n+1)m-n —1)+ (1+3n—3m)}
6 2 2 2

~n(n +1){—n2 +n+2nm—2m}
2

_n(n +1){— n(n —1)+ 2m(n —1)}
2
2m-n)n? -1)

D(m,n) = n( T

iii) (mxn) nokta 1zgarasinda m=n ise her iki ifade i¢in de kare nokta i1zgaralardaki toplam

kare say1s1 olan

T m?(m? -1 N n2(n? -1
D(m,m)=;;p2=—(12 )ve D(n,n)=;;pz=—(12 )

Esitlikleri yani Sonug 3.1 ortaya ¢ikar. Ispat1 agiktir.
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Tartisma 3.1. nxn kare nokta 1zgarasi veya mxn dikdortgen nokta izgarasinda belirli bir

noktayi i¢ine alan kare sayisin1 hesaplamak i¢in bir yontem gelistirebiliriz.

A
SEKIL - 11
A noktasim icine alan kac¢ farkh kare vardir?

Tartisma 3.2. Nokta 1zgarasinin noktalar1 bilesenleri tam say1 olacak sekilde koordinat

sistemine yerlestirildiginde r yarigapli ve merkezi orijinde olan ¢emberin i¢ bdlgesini
x®+y? <r? ile ifade edebiliriz. Bu ¢emberin sinirladigi bolge iginde kalan noktalarin

birlestirilmesiyle elde edilen karelerin ka¢ tanesinin i¢ bdlgesinde O(0,0) noktasinin

bulundugunu hesaplayabiliriz.

A
L
\4

SEKIL - 12

Cemberin simirladigl bolgede O noktasim icine alan kag¢ farkh kare vardir?
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TESEKKUR

Bu calismay1 yoneten ve degerli yardimlarini esirgemeyen Matematik 6gretmenim

Sayin Esref GUREL’ e en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Calismamin her boliimiinde beni tesvik eden ve c¢aligmama en uygun ortamin

olusturulmasini saglayan aileme destekleri i¢in sonsuz tesekkiir ediyorum.
Ayrica biiyiik bir 6zveride bulunarak, projemin hazirlanmasinda her tiirlii olanag:
saglayan Denizli Bilim ve Sanat Merkezi Midiiri Sayin Siileyman ARSLAN’ a

tesekkiirlerimi borg bilirim.

M. KART
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PROJE RAPORU

PROJENIN ADI
UCGEN, KARE, KUP VE
GEOMETRIK DIZILER

PROJENIN AMACI

Bir seklin veya geometrik cismin kendisine ebirimlere ayrilmasi
ve ayrilan bu birimlerin belirli bir kurala gore ¢ikarilmasi sonucu
olusan fraktaldan ayni kurala bagli olarak daha biyik sonlu
fraktallar olu sturuldu gunda ortaya ¢ikan geometrik dizileri

genellegirmek.

B. OZ

Denizli— 2012
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PROJE OZETI

Birim kare veya birim Ug¢gen kullanarak daha buyuk kareler veya ti¢cgenler olgturduk.

Olustur dugumuz biyuk karenin veya tcgenin icindeki birimleri belirli bir kurala gore

taradik ve ayni kurala bagh kalarak daha buyik modeller olwturduk. Herhangi bir

asamadaki modelimizde tarali kare veya Ug¢gen sayisini bulak icin Uslu sayilarin
olusturdugu toplamsal bir ifade ortaya koyduk. Bu ifadeyle geometk dizilerin

toplamini kullanarak belirli yontem elde ettik.

Es kuplerden daha buyidk bir kip olusturduk. Buyik kUpin merkezinde veya
koselerinde bulunan kipleri belirli bir kurala gore yerinde n aldik. Daha sonra bu kip
modelinden ayni kurala bagl kalarak daha buyuk kipler oluturduk. Buyuk kipten

giden kup sayisini geometrik dizilerin toplami yardimiyla hesaplayan bir formul

gelistirdik.
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BiRINCi BOLUM

GIRIS

Bu bélimde projemizle ilgili temel tanimlar ve 6zelikler verilecektir.

Bu konunun secii nedeni daha oncgekil — sayi ilgkisi Uzerinde yeterli ve kesin
sonu¢ veen calsmalarin eksikigidir. Bu yontemler tam olarak geneiteilemedigi icin pratik
olar&k uygulanamamakta,sama sayisi ariinda hesaplama yapmak zgrteakta ve hatalar
cok blyuk olnaktadir.

Fraktal parcalanmiyada kirilmg anlamina gelen Latince “fractuuss” kelimesinden
gelmistir. ilk olarak 1975'de Polonya asilli matematikci Benoit Mdima tarafindan ortaya
atildigl varsayilir. Kendi kendini tekrar eden ama sonsuza kiaidlgiilen sekilleri, kendine
benzerbir cisimde cismi oluyran parcalar yada bgenler cismin butiinini inceler. Dizensiz
ayrintlar yada desenler giderek kuculen 6lgeklerde yinelenir ve timuyle soyut nesnelerde
sonsuza kadar surebilir; tam tersi de her parcanin her bir parcasi bugiitigldiigene cismin
batintne bezemesi olayidir. gelti otu, kar taneleri, piramit adi verilen sebze brokaiin

hamurlu pizza ve galaksilerin yapisi 6rnek olarak verilebilir.

Tanim 1.1 : Bir seklin orantili olarak kigultilmgiveya buyutulmignodelleriyle ing edilen

orintulee fraktal adi verilir.

Sekil 1.1
FRAKT AL
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Tanim 1.2 : Belirli bir kurala gore birbirini takip eden sirali sayilara say! dizisi denir.

Tanim 1.3 : Ardisik iki terim arasindaki farki sabit olan diziler aritme tik dizidir.

OnOIN icin a,,, =a, +r olacaksekilde bir r gercek sayisi varsa,( dizisi bir aritmetik

dizi ve r sayisi bu aritmetik dizinin ortak farkidir. Aritmetik dizinin genel terimi

a,=a, + (n —1). r seklindedir.

Tanim 1.4 : Ardsik terimleri arasindaki oranlari sabit olan dizilerpgetrik dizidir.

OnOIN igin a,,, =r a, (a, #0) olacaksekilde rz0 gercek sayisi varsay) dizisi geometrik

dizi r sayisi bu geometrik dizinin ortak ¢arpanidir. Geometrik dizinin genel tafimia,r "

seklindedir.
Ozelik 1. 5.
|) a'n+1 =r
an
i) Bir geometrik dizinin ilk n terim toplam§, =a 11_ '
11l-r

Not 1.6: Calsmamiz boyunca ilk elde edileelil veya cisme Urete¢ adini vergze
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IKINCI BOLUM

YONTEM

Problem 2.1:Bir kare (%2) 4 kuciuk birim kareye bélinerek 1 kare taranir. Daha sonra tarall
olmayan 3 kare de 4 kuguk kareye bélunerek taranirglBmi6 kez tekrarlanginda kag tane

birim kare olugir?

cOzUM:
Problemi dncelikle birim kare Uzerinde dlugalim ve problemin sama gama yapisini
sekillerle gérelim

a) 1. ASAMA

Sekil 2.1
(2x2) 4 kugik birim kareye boéliunerek 1 kare taranir (Ureteg)

Bu ssamada 1% seklinde bir kare olugr.

11 = 1x1x1 =3 4L = 1bf
TOPLAM: 1 br?
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b) 2. ASAMA

Sekil 2.2
Tardl olmayan 3 kare de 4 kicuk birim kareye boéllinerek 1 kare taranir
Bu ssamada 1%, 2X2 olm& uzere iki farkli kare olugr.
1x1 =3x1x1=3".4°=3 bF
2x2  =1x2x2=3F . 4 =4pf
TOPLAM : 3+4=7 b? olugr.

c) 3. ASAMA

Sekil 2.3
Tardi olmayan 9 kare de 4 kicuk birim kareye bélinerek 1 kare taranir

Bu ssamada 1%, 2X2, 3x3 olm&k Uzere ug farkl kare olus.
1x1 = 9x1x1=3* 4= 9bf

2x2 = 3x2x2=3" 4= 12Dbf

44 = 1xax4=3F £= 16 bf

TOPLAM:9+12+16= 37 bt
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d) 4. ASAMA

Sekil 2.4
Tardl olmayan 27 kare de 4 kicuk birim kareye bélinerek 1 kare taranir

Bu ssamada 1%, 2X2, 4x4 ve 838 olmak lUzere 4 farkl kare olus.

1x1 =27xx1 =3 .4 =27DbF

2x2 = 9x2x2 =3 4 =36 bf
4x4 = 3x4x4 =3 42 =48 bf
8x8 = 1x8x8 =3P 42 =64 bf

TOPLAM : 27+36+48+64 =175 Br

e) 5. ASAMA :

Sekil 2.5

Tardl olmayan 81 kare de 4 kicuk birim kareye bélinerek 1 kare taranir

10
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Bu ssamada 1%, 2X2, 4x4, 8x8 ve 1616 olmak tzere 5 farkl kare olurg

1x1 = 81xixl =3 .4°=81bf

2x2 = 27x2 =3 .4 =108 bf

Ax4 = 9xdx4  =3F L =144 bf

8x8 =3x8x8 =3 .4°=192bf

16x16 = 1x16x16 =3 .4' =256 bf
TOPLAM : 81+108+144+192+256 =781 br

f) 6.ASAMA :

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

Tarall olmayan 81 kare de 4 kicuk birim kareye bélinerek 1 kare taranir

Bu ssamada 1%, 2X2, 4x4, 8>8, 16X16 ve32xX32 olmak tzere 6 farkli kare olurs

1x1 = 243xIx1 =3 .4’ =243 bf

2x2 = 81xx2 =3 .4'=324bf

Ax4 = 27x4x4 =3 £ =432 bf

8x8 = 9x8x8 =3 .4°=576 bf

16x16 = 3x16x16 =3 .4" =768 bf

32x32 = 1x32x32 =3 .4 =1024 bf

TOPLAM : 243+324+432+576+768+1024=3367 br

11
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Sonug 2.1: $mdi yukarida yapgiimiz islemleri bir sayr modeli Gizerinde tagiim.
Eger bir kare (22) 4 kucuk birim kareye boélunerek 1 kare taranir. Daha sonra tarall

olmayan 3 kare de 4 kicik kareye boliinerek 1 kare taranirsa glerhi6ikez tekrarlanirsa,

Sekil 2.7
2x2 kae icinde x, n(ON, x>n ve x problemin gama sayisini géstermek utzere; n=1,2,3,...

icin;

n
— X—-n aAn-1
K(x)= E 34
k=
TARALI OLMAYAN KAREN®N EEENDEKE
KARE SAYISI BEREM KARE SAYISI

K(xéZ A= 8 A+ 8% A+ B2 A4+ L+ 347+ P4T
k=1

(j—_g)( 3t A+ 3% A+ 32 4+ .+ 31_4x-2+30.4x_1)

K(x)= ZBHAH =4 -3 13 =4 -3

k=1
seklindeki sayilarin toplami bize toplam birim kare sayisini v8nindi bu modelimizi farkh

Ozelliklerdeki fraktalar icin uygulayalim.

12
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Problem 2.2: Bir kare (%3) 9 kucuk birim kareye bolinerek merkezdeki 1 kare taranir.
Daha sonra tarali olmayan 8 kare de 9 kiicuk kareye bolinerek merkezdeki 1 kare taranir. Bu

islem 4 kez tekrarlanginda kag tane birim kare glur?

Sekil 2.8

(3x3) 9 kuiguk birim kareye bolunerek 1 birim kare taranir.

Sekil 2.9

4. ssamada kare

COzZUM:
3x3 kare icinde 1 karenin taranmasiyla ve gemin 4 kez tekrarlanmasi sonucené

ve n=1,2,3,4 olmak Uzere
4
Z g 9= d- g =2465
k=1

Seklindeki sayilarin toplami bize tarali birim karelerin toplamini verir.
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Problem 2.3: Bir kare (44) 16 kucuk birim kareye bolinerek 6 birim kare taranir. Daha
sonra tarali olmayan 10 kare de 16 kuclk kareye bolinerek 6 birim kare taranienB@ i

kez tekrarlandiinda kag tane birim kare glur?

Sekil 2.10

(4x4) 16 kucguk birim kareye bollinerek 6 birim kare taranir.

Uretec

Sekil 2.11
3. @aamada kare
CcOzuM:
4x4 kare icinde 6 karenin taranmasiyla ve emin 3 kez tekrarlanmasi sonucan3

ve n=1,2,3 olmak lizere;
3
Z 61b% 16 = 16 - 16 =3096
k=1

Seklindeki sayilarin toplami bize tarali birim karelerin toplamini verir.
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Problem 2.4: Bir kare (6<6) 36 kucuk birim kareye bolunerek 10 birim kare taranir. Daha
sonra tarall olmayan 26 kare de 36 kugctk kareye bolinerek 10 birim kare taragienB@ i

kez tekrarlandiinda kag tane birim kare ghur?

Sekil 2.12

(6x6) 36 kucuk birim kareye bdlunerek 10 birim kare taranir.

Sekil 2.13

3. @aamada kare

cOzuMm:
6%6 kare icinde 10 karenin taranmasiyla ve geemin 3 kez tekrarlanmasi sonucen3

ve n=1,2,3 olmak lizere;
3
Z 10268* 367 = 36° - 26° = 29080
k=1

Seklindeki sayilarin toplami bize tarali birim karelerin toplamini verir.
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Problem 2.5: Bir kare (%2) 4 kucuk birim U¢gene bdlunerek 1 birim tg¢gen taranir. Daha
sonra tarall olmayan 3 ldcgen de 4 kucuk U¢gene bolinerek her birinden 1 birim Gg¢gen

taranir. Buglem 5 kez tekrarlanginda kag tane birim tggen taranir?

Sekil 2.14 Sekil 2.15
(2x2) 4 kucuk birim Gcgene bolunerek 1 birim 2. gamada uc¢gen
ucgen taranir.
(Ureteg)

(VYVVVVVVVVVVVVVYVY)

Sekil 2.16 Sekil 2.17

3. aamada ucgen 4. zamada ucgen

1
1. samada 22 licgende 1 br taral ticgeh 3 4 =4-3" =1

k=1

2
2. samada 44 (icgende 7 br tarall icge) 3™ 4 =4-3=7

k=1

3
3. gamada 88 licgende 37 br tarall bicgelh 3+ 4 = £-3 =37

k=1

4
4. zamada 1816 ticgende 175 br tarall Uggi 3 4=4-3=175
k=1

16
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5
Buna gore 5.@madaz 8% & = £ -3 =781tarall Uicgen elde ederiz.
k=1

Kare uygulamalarinda gelirdigimiz yontem Uc¢gende (Sierpinski Giggeninde veya herhangi

bir i¢ggende ) de uygulanabilir.

Problem 2.6: Bir kare (¥*3) 9 kucuk birim U¢ggene bdlunerek 1 birim tg¢gen taranir. Daha
sonra tarall olmayan 6 dcgen de 9 kucluk U¢cgene bolinerek her birinden 3 birim Ug¢gen

taranir. Buglem 4 kez tekrarlanginda kag tane birim tg¢gen taranir?

Sekil 2.18 Sekil 2.19

(3x3) 9 kiiguk birim Gg¢gene 2. 3ama

bolunerek 3 birim tG¢gen taranir.
(Ureteg)

Kare tarama fikrinden yola ¢ikarak;

1
1. samada 33 licgende 3 br tarall UC;geZ 6 g =9-6=3
k=1
2
2. samada 89 icgende 45 br tarall UggeE: 6 g =9F-6=45
k=1

3
3. gamada 2%27 licgende 513 br tarall biiggen 6% 9 = - 6 =513

k=1

4
4. gsamada 8481 uicgende 5265 br tarali icgen 6% 9 = 9 - 6 =5265

k=1

17
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Problem 2.7: Bir kilp (mxnxn) n®  tane birim kiipiin kare merkezleri boyuncamxm
kuplerin atilmasiyla okturdugumuz fraktallarin k. gamasini olgturmak icin ka¢ tane kip
kullanilir?

Problem 2.7.1:Bir kip (3x3x3) 27 kucuk birim kiupe bolinerek merkezleri boyuncagikér

gelen (X1x1) kiplerden 7 tanesi atilir.

Sekil 2.20
(3x3x3) kupun mekezi boyuncax1x1) birim kupler atilir.

Uretec
2. zamada ise kiipiin bir kenarinin uzyni® br ve hacmi&27 =729 br kiiptir. 329=7.47
tane kip gider ve 400 kup kalir.

2
K (2 2 20% (.27 = 27 - 20 =329 giden kiip sayis!
k=1

3. gamada ise kiipiin bir kenarinin uzynl27 br ve hacmi 27=27 =19683 br kptiir.
11683=7.1669 tane kup gider ve 8000 kup kalir.

3
K3 Z 20 (.2¥* = 27 - 26 =11683giden kiip sayis|
k=1

4. samada ise kiipuin bir kenarinin uzynluB1 br ve hacmi 81=27" =531441 br kuptiir.
371441=7.47.1129 tane kup gider ve 160000 kup kalir.

4
K (45 72 267 (279" = 27 - 20* = 371441giden kiip sayisi
k=1

18
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Problem 2.7.2:Bir kup (4x4x4) 64 kuguk birim kiupe boélinerek merkezleri boyuncaiklar
gelen (x2x2) kiplerden 1gamada 32 kip vardir.

Sekil 2.21
(4x4x4) kupun merkezi boyuncax2x2) birim kipler atilir.
(Ureteg)
2. gamada ise kiplin bir kenarinin uzunlulé br ve hacmi £6=64 =4096 br kiiptiir.
3072=32.96 tane kip gider ve 1024 kip kalir.

2
K 32 32+ (.6X* = 64 - 32 =3072 giden kiip sayisi
k=1

3. aamada ise kipun bir kenarinin uzynlue4 br ve hacmi 64=64° =262144 br kuptir.
229376=32.7168 tane kip gider ve 32768 kup kalir.

3
K 3F 322 35* (64" = 64° —32° = 229376 giden kiip sayisi
k=1

4. gamada ise kipiin bir kenarinin uzunlu256 br ve hacmi 286=64' =16777216 br
kUpttr. 15728640=32.491520 tane kup gider ve 1048576 kup kalir.

4
K (45 322 35 (69" = 64' —32* =15728640giden kilp sayisi
k=1

Problemin ¢6zumu i¢in merkezden alinan kuplerin hesabinin yapilmasi gerekir.
Sonug¢ 2.2.mxmxm kipten mnx n kip kipin i¢ bdlgesinden alinirsa tamada giden
kiplerin sayisi,

rf(3m-2n)

Formuld ile hesaplanir.
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Buna gore kalan kip sayisina p dersek ,
p= - 1t (3m-2n)
Seklinde gosterilir.

Herhangi bir gamadaki giden kip sayisi;
K(xXF A (Bm- 2n)z px'".(m"’)k_1
k=1

Yukaridaki ifadede (44x4) = 64 kiguk birim kipe bolinerek merkezleri boyunca

karsilik gelen (x2x2) kupler atilirsa 4samada yani x=4 igin;
K (4= 3224: 327 (64)“" = 15728640 bulunur.
k=1
5. gamada ise x =5 i¢in
K (5)= 3225: 327 (64)“" = 1040187392 bulunur.
k=1

Problem 2.7.3:Bir kiip (2x2x2) 8 kucuk birim kipe boélunerek bir ¢géden (k1x1) kip

atilirsa 5. gamada kag kup atilir?

Sekil 2.22 Sekil 2.22
(2x2x2) kupun kgesinden 1. samada
(1x1x1) birim kip atilr. 2. gama
(Ureteg)
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2. samada ise kupin bir kenarinin uzynluyt br dir.
2
K= Z 7(9"" = & - 72 =15 giden kiip sayis|
k=1
3. @amada ise;
3
KQ@F Z 7%(9“" = & - P =169 giden kiip sayisl
k=1
4. ssamada ise;
4
K (4% Z 7% (9" = 8 - 7 =1695 giden kiip sayis|
k=1

Problem 2.7.4:Bir kiip (2x2x2) 8 kucuk birim kipe boélunerek bir ¢gden (k1x1) kip

atilirsa 5. gamada kag kip atilir?

Sekil 2.23 Sekil 2.24
(3x3x3) kipun kgesinden 1. samada
(2x2x2) birim kp atilir. 2. szamada
(Ureteg)

K (x)= si 197 (27)*
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2. samada ise kupin bir kenarinin uzynluyt br dir.
K (2¥ g 19* (.27 = 27 - 19 =368 giden kilp sayis|
k=1
3. @amada ise;
K3 g 194 (.2 = 27 - 1§ =12824 giden kiip sayIs!
k=1
4. ssamada ise;

4
K (4% 82 1™ (279" = 27 -19* = 401120giden kiip sayisi
k=1

22
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UCUNCU BOLUM
SONUCLAR VE TARTI SMA

Sonug 3.1:b0IN ve Ob>1 icin boyutlari Bb olan bir kare icin m (b— a = m) karenin
taranmasiyla ve bglemin x kez tekrarlanmasi sonucu a tarali olmayan kare sayisrénin
icindeki toplam birim kare sayisi olmak tizere tarali birim kare sayisi;

K)=m.Yy a™ b2t = p -y
Seklindeki sayilarin toplamidir.
Sonug 3.2:b0IN, Ob>1 icin boyutlari Bb olan bir ekenar ticgende m {b- a =m) tane
Ucgenin taranmasiyla ve bglemin x kez tekrarlanmasi sonucu a tarali olmayan tg¢gen sayisl,

b? Ucgenin icindeki birim Gg¢gen sayisi olmak tzere tarali birim ticgen sayisi;

b’~ a =m olmak iizere
Ux)= m.y a bt = p —g*
Seklindeki sayilarin toplamidir
Sonug 3.3:bxbxb boyutlarindaki bir kiipiin merkezi boyunca (veya i¢ bolgesi boyunca)

yluzeyde aa kare goruntusiine sahip kuplerin alinmasiyla vglbmin kalan her kip igin x

kez uygulanmasi sonucu kalan birim kip sayisi;

bxbxb

Sekil 3.1 Sekil 3.2
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bxbxb boyutlarindaki bir kiipiin merkezi boyunca (veya i¢ bélgesi boyunca) ylzeyde a
kare goruntistne sahip kupler kiptn i¢cinden aginda 1. gamada;
&(3b- 2a)
birim kip gider.
1 ssamada kalan kip sayisi
p= b’ - &(3b- 2a)
fle bulunur.

Bu islem x kez tekrar ederse giden kip sayisgagidaki sitlikle bulabiliriz.

T(X)= 6€(3b— 28.)2 px-k .(bs)k—l — bsx _px

Sonug 3.4: bxbxb boyutlarindaki bir kiiptin herhangi birdeginden aaxa kup c¢ikarilirsa

Sekil 3.3

1. samada kalan kiip sayi$® —a® oldusundan

X asama sonra giden kiip sayisi

T(X)= a32(b3 —a )™ (0°) 7 =% - (b2 -a?)

Olur.

Ispat3.1:a,b0IN, b>a, ab# 0 ve 02 xO IN x izerinden tiimevarim uygularsak.
1

) x=1icin my a* K Y=m=p’-a

i) x=n icin aitli gimizi dogru kabul edelim

md  d kY = p —gn
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iii) x=n+1 icin ispatlayalim

n+1 n
E Wk B = mi B+ maz a"k pAk)

k=1 k=1
(26 )2a%+ (@B~ 4= B" > af'+ ap™- a™'= b -a™ ve ispatimiz

tamamlanir.
Ispat 3.2:Ispati aciktirispat 3.1 uygulanir.

Ispat 3.3:a,b0IN, b>a, abz0 ve 0% xO IN,

Kalan kiip sayisip= B - &(3b— 2a) olmak uizere;

i) X Uzerinde timevarim uygularsak,

x=licin 24 3 3512 bt (.F))k_l = 4( 3~ 239) = b® - p* ssitligi saglanr.
k=1

i) x=n icin aitli gimizi dogru kabul edelim

A B 2&)2 67 (5°) = b™ = p" olsun.

i) x=n+1 icin ispatlayalim

la )E (7= % B R+ pa(- za)zn_: o+ (b )
Zé b 238] +[ B— é(%_ Zi)Jbsn—pml
26 b 236]'*' B b- é(Sb— abg’”— p”lzbi(ml)_pml

Ispat 3.4:a,b0IN, b>a,ab#0 ve0#x OIN olmak iizere

Yukaridaki ifadede 1. samadaki kalan kiip sayisi olan p=-a® alinirsa ispatimiz

tamamlanir.
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Tartisma 3.1: Duzgun dortyGzlilerden odan ¢ boyutlu Sierpinski fraktalinda bir diizgin
dortyazliyu birim olarak kabul edersek duzlemdeki Sierpinski G¢geninde ve Tabani kare

piramitten olgan 3 boyutlu Sierpinski fraktalinda yukarida vernoldusumuz aitlikler
geeerlidir.
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TESEKKUR

Bu calgsmayl yoneten ve derli yardimlarini esirgemeyen Matematigrétmenim Sayin
Esref GUREL’ e en igten ekkirlerimi sunarim.

Calismamin her boéliminde benitk eden ve ¢cajmama en uygun ortamin gturulmasini
sglayan aileme destekleri icin sonsuzekkur ediyorum.

Ayrica buyuk bir 6zveride bulunarak, projemin hazirlanmasinda her tirll giolana
sglayan  Denizli Bilim ve Sanat Merkezi Muduri Sayin Sidleyman ARSLAN’a

tesekkUrlerimi bor¢ bilirim.

Bisra OZ
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PROJE RAPORU
Proje Adi: n X n boyutunda her satir ve siitun toplami sabit olan 0-1 matrislerinin sayisi.

Projenin Amaci: n x n boyutunda satir ve siitun toplamlari 2 olan 0-1 matrislerinin sayisini
ozyineli fonksiyonlar yardimiyla bulma.

GIRIS:

Richard P. Stanley’in Enumarative Combinatorics Volume 1 kitabinin ikinci
baskisinin 119. Sayfasindaki 20. sorudan esinlenerek proje ¢aligmasina basladik. Kitaptaki
soru su sekildedir:

Y& m x n boyutunda 0-1 matrislerinden her satir ve siitununda tek sayida bir bulunan
matrislerin sayis1 kagtir? Her satir ve siitununda ¢ift sayida bir bulunan matrislerin sayist
kagtir?

Bu problem igin kii¢iik boyuttaki matrisler disinda kapali bir formiil veya 6zyineli
sayma fonksiyonu igeren bir ¢6ziim heniiz bulunamamis oldugu i¢in, bu problemin daha 6zel
durumlartyla ilgili calismaya bagladik. m x n boyutunda 0-1 matrisleri (binary matris) yerine
n x n boyutunda kare matrisleri aldik. Ayrica her satir ve siitununda tek sayida veya ¢ift
sayida 1 bulunan matrisler yerine, tam olarak bir tane 1 iceren ve tam olarak iki tane 1 igeren
matrisler iizerine ¢alismaya basladik.

Bu projede iki tane problemi ele aldik. Birinci problemde her satir ve siitununda bir
tane 1 bulunan matrislerin sayzsi, ikinci problemde iki tane 1 bulunan matrislerin sayisi
iizerine calistik. Birinci problem ¢ok daha kolay oldugu i¢in kapali bir formiil bulabildik.
Fakat ikinci problem i¢in kapali bir formiil bulamasak da formiilii 6zyineli fonksiyonla ifade
ettik.

Satir ve siitun toplamlar1 sabit olan 0-1 matrisleri lizerine yapmis oldugumuz literatiir
taramasi sonucu; Tan Zhonghua, Gao Shanzhen, Heinrich Niederhausen tarafindan yazilan
‘ENUMERATION OF (0-1) - MATRICES WITH CONSTAND ROW AND COLUMN
SUMS?’ baglikli Appl. Math. J. Chinese Univ. Ser. B 2006, 21(4): 479-486 makalesinde, her
satir ve siitununda iki tane 1 bulunan 0-1 kare matrislerin sayis1 f,(n) olmak iizere Teorem 2
de asagida verilmistir.

Teorem 2. f,(0) =1, f,(1) =0 ve f,(2) = 1 olmak iizere,

n = 2 igin,

f2(n) = Z(Z)fz(n -1)+ (121)(71 -Dfz2(n—2)

Teoremin ispati makalede yapilmistir. Bu teoremi, makaledekinden farkli yontem ve
teknikler kullanarak ispatladik.
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PROBLEM 1: n pozitif bir tam say1 olmak tlizere n x n boyutunda (0-1) — matrislerinin kag
tanesinin her satir ve siitununda bir tane 1 bulunur?

Oncelikle kiiciik n degerleri igin hesaplama yapalim: n = 1 igin istenilen kosulda 1 durum

vardir.
P 1 0 0 1 . )
n = 2 i¢in, [0 1] ve [ ] olmak iizere 2 matris vardir.
1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0] [0 0 1 0 0 1
n=3i¢in, [0 1 O 0 0 1 1 0 O0f |0 0 1], (1 O Of |0 1 O
0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 of Lo 1 O 1 0 0

Kiiciik n degerleri i¢in yaptigimizi n x n _boyutundaki matrisler igin genelleyelim. Once bir
ka¢ tanim verelim:

TANIM 1: Tiim elemanlar sifir ve birlerden olusan matrislere (0-1) matris (Binary matris)
denir. Ayrica bu matrisler, Boolean matrisler diye de adlandirilir.

TANIM 2: S bir kiime olmak iizere, S den S ye tanimlanan birebir ve 6rten fonksiyonlara
permiitasyon denir.

Cauchy’nin gosterimine gore; tanim kiimesindeki elemanlar birinci satira, goriintii
kiimesindeki elemanlar ikinci satira yazilir. Ornegin {1,2,3,4} kiimesinin bir permiitasyonu,

f= (51’ i 43; AZL) , f(D =3, f(2)=1, f(3) =4ve f(4) =2 anlamindadir.

Her satir ve siitununda bir tane 1 bulunan ve diger elemanlar sifir olan kare matrisler
permiitasyonlar seklinde yazilabilir. Ornegin:

0

1
0 .
0 matrisini ele alalim.

O = O O
_ o O O

1
0
0 0
Birinci satirdaki 1, ikinci stitunda oldugundan f(1) = 2
Ikinci satirdaki 1, iigiincii siitunda oldugundan f(2) = 3

Ugiincii satirdaki 1, birinci siitunda oldugundan f(3) = 1

Dordiincti satirdaki 1, dordiinci siitunda oldugundan f(4) = 4

Oyleyse bu matrise karsilik gelen permiitasyon, (% g :i i) seklindedir. Her satir ve her
slitununda bir tane 1 bulunan n x n boyutunda (0-1) — matrisleriile {1,2,3, ...,n}
kiimesinin permiitasyonlari arasinda bire bir bir esleme mevcuttur. {1,2,3, ..., n}

kiimesinin elemanlar1 n! degisik sekilde siralanabilir.
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Her satir ve her siitununda k tane 1 bulunan n x n boyutundaki (0-1) — matrislerinin
sayisini fj, (n) ile gosterirsek. Birinci problem i¢in, n = 1 olmak tizere asagidaki kapali
formiilii elde ederiz.

fi(n) = n!

PROBLEM 2: n pozitif bir tam say1 olmak iizere n x n boyutunda (0-1) — matrislerinin
kag tanesinin her satir ve siitununda iki tane 1 bulunur?

Once kiigiik n degerleri igin istenilen kosuldaki matrislerin sayisin1 hesaplayalim:
n = 1 i¢in, istenilen kosulda matris yoktur. f,(1) = 0 dur.
n = 2 i¢in, istenilen kosulda 1 matris vardir. f,(2) = 1 dir.
il
n = 3 i¢in, istenilen kosulda 6 matris vardir. f,(3) = 6 dur.

Birinci problemde n = 3 igin, f;(3) = 3! = 6 bulmustuk.

=

1 0 0 1 0 0] (0 1 0] [0 1 O 0 0 1 0 0 1
01 0 0 0 1 1 0 0|10 0 1 1 0 Of (O 0

0 0 1 0 1 00 10 0 1111 0 O 0 1 01 11

(e}
(e}

Bu matrislerde 1 gordiigiimiiz yere 0 ve 0 gordiigiimiiz yere 1 yazarsak;

0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 01 1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 10 01 1 1 10 0 1 1 1 0 1
01

1 1 0 1 0 11 11 1 0l 10 1 1 1 01

f>(3) = 6 sonucuna ulasiriz.
n = 4 i¢in, istenilen kosulda 90 tane matris vardir. f,(4) = 90 dur.

Biitiin bu durumlar1 6ncelikle matris formunda yazmak zor oldugu i¢in, birinci problemdeki
permiitasyon eslemelerine benzer sekilde yazmaya calisalim. Ornek olarak 4 x 4 boyutunda
asagidaki matrisi alalim:

1 1 0 O
1 01 0
01 0 1
0 01 1

Birinci satirdaki ilk 1, birinci siitunda oldugundan, 1 — 1
Birinci satirdaki ikinci 1, ikinci siitunda oldugundan, 1 — 2

Ikinci satirdaki ilk 1, birinci siitunda oldugundan, 2 — 1
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Ikinci satirdaki ikinci 1, ii¢ilincii siitunda oldugundan, 2 — 3
Uciincii satirdaki ilk 1, ikinci siitunda oldugundan, 3 — 2

Uciincii satirdaki ikinci 1, dordiincii siitunda oldugundan, 3 — 4
Dordiincti satirdaki ilk 1, ligiincii siitunda oldugundan, 4 — 3
Dordiincti satirdaki ikinci 1, dordiincii siitunda oldugundan, 4 — 4

Bu verileri alt alta permiitasyonlara benzer bir sekilde iki satir seklinde yazalim:

G27352354

Matris 4 x 4 boyutunda oldugu igin, birinci satirda 1, 2, 3, 4 sayilar ikiser defa tekrarlanir.
Ikinci satira 6nce matriste gordiigiimiiz ilk 1, sonra ikinci 1 yazildigindan bu satirdaki diziyi
ikiserli grupladigimizda artan siraya gore asagidaki sirali ikilileri elde ederiz:

1,2) (1,3) (24) (34

Tersinden verilen bu ikililer her satir ve slitununda iki tane 1 bulunan 4 x 4 boyutundaki
matrise Karsilik gelir. Ornegin bu dértliideki (1,2) birinci satirdaki, (1,3) ikinci satirdaki, (2,4)
tiglincii satirdaki ve (3,4) dordiincii satirdaki ‘1 lerin konumlarini belirler.

11 0 0
1 01 0
01 .0 1
0 01 1

(1,2) (1,3) (2,4) (3,4) dortlisiini;

‘(12) (13) ‘(24) (34) ‘ seklinde gosterelim.

Bu tip gosterimdeki matrisleri iki farkli durumda inceleyelim;

1. DURUM: Herhangi iki satirdaki her iki ‘1’ in de konumlar1 ayn1 olan matrislerin kiimesini
A ile gosterelim. Herhangi li¢ veya daha fazla satirdaki birlerin sayilar1 ayni1 olamaz ¢iinkii her
satirda tam olarak 2 tane bir iceren matrisleri bulmaya calistyoruz. Bu tip matrislere birkag
ornek verelim:

- [(12) (12) |(24) (34) |

= =0 O
IHHOOI

= [(23) (14) [(23) (14) |

P ORO OO Mmm
OMRORM OO MM

O RO M
IHO}—*OI
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2. DURUM: Herhangi iki satirdaki ‘1’ lerin konumlar1 farkli olan matrislerin kiimesini F ile
gosterelim. Baska bir deyisle F kiimesi, A kiimesine ait olmayan matrislerin kiimesidir. Bu
tip matrislere birkag 6rnek verelim:

1010
110 00 [(13) (12) [(24) (34) |
0101
00 11
0110
110 0 _ [(23) (12) [(14) (34) |
100 1
00 11

4 x 4 boyutundaki A kiimesine ait olan matrislerin sayisi 18 dir. Bu matrislere karsilik gelen
dortliller Tablo 1 de ve matrisler Tablo 2 de gosterilmistir.

(12) (12) (34) (34)
(12) (34) (12) (34)
(12) (34) (34) (12)
(13) (13) (24) (24)
(13) (24) (13) (24)
(13) (24) (24) (13)
(14) (14) (23) (23)
(14) (23) (14) (23)
(14) (23) (23) (14)
(23) (23) (14) (14)
(23) (14) (23) (14)
(23) (14) (14) (23)
(24) (24) (13) (13)
(24) (13) (24) (13)
(24) (13) (13) (24)
(34) (34) (12) (12)
(34) (12) (34) (12)
(34) (12) (12) (34)
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- O O

S - O

— O O

O = O

— O - O

O = O

- O - O

O O v

— - O O

S O v o

- O O

— O O

S O

O - O

- O O

— O v

O O

S O

— O — O

- OO

O O v

O O v

- O O

O - O

- O O

- O O

O O

O O

— O — O

— O — O

O - O

O O v

— - O O

- OO

O O

- O O

O - O

- O O

O - O

— O O

O = O

- O - O

O - O

— O O

S O v

- O O

O O v

- O O

— O O

S - O

S - O

— O - O

— O — O

O - O

O - O

— - O O

— - O O

S O v

S O v

TABLO 2
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4 x 4 boyutunda A kiimesinde olan matrislerin sayisini hesaplamak igin, 2 x 2 boyutundaki
matrislerin sayisindan faydalanarak soyle bir yontem gelistirdik:

CORm
N e R =)
COoORRm
R R oo

Yukaridaki matriste ayn1 konumda olan koyu renkle gosterilen 1 lerin bulundugu satir ve
siitunlan silersek,

i —g——0
—0—L 0] [1 1
O 1 0 1 1 1
0 1 O 1]
matrisi elde ederiz.

2 x 2 boyutunda her satir ve slitununda 2 tane bir bulunan

N =)
C O R M
R R oo
OO R M

Yukaridaki matriste ayn1 konumda olan koyu renkle gdsterilen 1 lerin bulundugu satir ve
siitunlan silersek,

O—t—6—4
1E ; 1E (i; — [1 1 2 x 2 boyutunda her satir ve siitununda 2 tane bir
1 0 1 0

bulunan matrisi elde ederiz.

Bu gozlemlerden yola ¢ikarak bir genelleme yaparak asagidaki onermeyi elde ederiz:

ONERME 1: n x n boyutundaki her satir ve siitununda 2 tane 1 bulunan ve tanimlamus
oldugumuz A tipindeki matrislerin sayist A,(n) olmak tizere;

n = 3 i¢in,
A,(n) = () (- Dfy(n—2)

Burada; £,(1) =0, £5,(2) =1ve f,(3) = 6 dir.
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ISPAT: n x n boyutundaki A tipindeki matrislerden i.ve j. satirlardaki 1 lerin konumlar
ayn1 olsun. Ornegin, asagidaki n x n boyutundaki matriste 2. ve 4. Satirlardaki 1 lerin
konumlar1 ayni olsun. Bu koyu renkle yazilan birlerin bulundugu satir ve siitunlar silersek,

(n —2) x (n — 2) boyutunda her satir ve stitununda 2 tane bir bulunan (0-1) matrislerini elde
ederiz.

11 0 0 0
—0—3—0——
1 0 0 1 0
—0—3—0—1—
01 0 1 0

Matrisin i. satirdaki, n elemanli (0-1) dizisini; (0,0, 1,0, 1,0,0,...,0) olarak alalim. Bu
dizideki 1’ler (721) degisik sekilde secilebilir. j. Satirdaki mavi ¢izgi i¢in (n — 1) farkli durum
vardir. Mavi satirlar1 ve sari siitunlari ¢ikardigimizda, f,(n — 2) sayida (n — 2) x (n — 2)
boyutunda her satir ve stitununda 2 tane 1 bulunan matris yerlestirilebilir. Sonug olarak;

A,(n) = (;‘)(n -1 f,(n—2) dir.

Ozel olarak;
A,(4) = (5)(4 = Df(2)
A,(4) = 63.1

A,(4) = 18 dir.

4 x 4 boyutundaki F kiimesine ait olan matrislerin sayis1 72 dir. Bu matrislere karsilik gelen
dortliiler Tablo 3 de ve matrisler Tablo 4 de gdsterilmistir.
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(12) (13) | (24) (34) (12) (14) | (23) (34) (12) (23) | (14) (34)
(12) (13) | (34) (24) (12) (14) | (34) (23) (12) (23) | (34) (14)
(13) (12) |(24) (34) | (14) (12) | (23) (34) | [(23) (12) | (14) (34)
(13) (12) [(34) (24) [[(14) (12) [(34) (23) | [(23) (12) | (34) (14)
(12) (24) | (13) (34) (12) (34) | (13) (24) (12) (34) | (14) (23)
(12) (24) | (34) (13) (12) (34) | (24) (13) (12) (34) | (23) (14)
(24) (12) | (23) (34) (34) (12) | (13) (24) (34) (12) | (14) (23)
(24) (12) | (34) (14) (34) (12) | (24) (13) (34) (12) | (23) (14)
(13) (14) | (23) (24) (13) (23) | (14) (24) (13) (24) | (12) (34)
(13) (14) | (24) (23) (13) (23) | (24) (14) (13) (24) | (34) (12)
(14) (13) | (23) (24) (23) (13) | (14) (24) (24) (13) | (12) (34)
(14) (13) | (24) (23) (23) (13) | (24) (14) (24) (13) | (34) (12)
(13) (24) | (14) (23) (13) (34) | (12) (24) (14) (23) | (12) (34)
(13) (24) | (23) (14) (13) (34) | (24) (12) (14) (23) | (34) (12)
(24) (13) | (14) (23) (34) (13) | (12) (24) (23) (14) | (12) (34)
(24) (13) | (23) (14) (34) (13) | (24) (12) (23) (14) | (34) (12)
(14) (23) | (13) (24) (14) (24) | (13) (23) (14) (34) | (12) (23)
(14) (23) | (24) (13) (14) (24) | (23) (13) (14) (34) | (23) (12)
(23) (14) | (13) (24) (24) (14) | (13) (23) (34) (14) | (12) (23)
(23) (14) | (24) (13) (24) (14) | (23) (13) (34) (14) | (23) (12)
(23) (24) | (13) (14) (23) (34) | (12) (14) (24) (34) | (12) (13)
(23) (24) | (14) (13) (23) (34) | (14) (12) (24) (34) | (13) (12)
(24) (23) | (213) (14) (34) (23) | (12) (14) (34) (24) | (12) (13)
(24) (23) | (14) (13) (34) (23) | (14) (12) (34) (24) | (13) (12)

TABLO 3
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4 x 4 boyutunda F kiimesinde olan matrislerin sayisini hesaplamak igin, 3 x 3 boyutundaki
matrislerin sayisindan faydalanarak soyle bir yontem gelistirdik:

O O =

0 0
1 0
1 1
0 1

1
1
0
0
Yukaridaki matriste birinci satirda iki tane bir vardir. Kirmizi renkle yazilan 1’in bulundugu

satir ve siitunu silelim. Sildigimiz satir ve siitundaki diger 1’lerin yatay ve dikey kesisiminde
bulunan, mor renkle yazilmis ‘0’ yerine ‘1’ yazalim.

(;i‘l’g 110 110

S x=lo 11l > v=lo 1 1
9 0 11 0 0 1 10 1
1 0 0 1

Bu prosediirii stirdiirerek 3 x 3 boyutunda her satir ve siitununda tam olarak 2 tane 1 bulunan
matrisler elde edilir. Her X ve Y tipindeki matrisler arasinda bire bir esleme vardir. X
tipindeki matrislerin sayis1 Y tipindeki matrislerin sayisina esittir.

Benzer sekilde Mavi renkle yazilan 1°in bulundugu satir ve siitunu silelim. Sildigimiz satir ve
stitundaki diger 1’lerin yatay ve dikey kesisiminde bulunan, yesil renkle yazilmis ‘0’ yerine
‘1’ yazalim.

1 090

01 1 0 01 0 1 1 0
- X=|0 1 1| — Y=|[0 1 1

0 ¢ 11 1 01 1 01

1 0 0 1

Benzer sekilde, 3 x 3 boyutunda her satir ve siitununda tam olarak 2 tane 1 bulunan matrisler
elde edilir.

Bu gozlemlerden yola ¢ikarak bir genelleme yaparak asagidaki onermeyi elde ederiz:

ONERME 2: n x n boyutundaki her satir ve siitununda 2 tane 1 bulunan ve tanimlamus
oldugumuz F kiimesine ait matrislerin sayisi F,(n) olmak iizere;

n = 2 igin,

F,(n) = Z(Z)fz(n -1)

Burada; f,(2) = 1ve f,(3) = 6 dir.
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ISPAT: F kiimesine ait her satir ve siitununda 2 tane bir iceren n x n boyutunda bir matris
alalim. Birinci satirdaki 1 lerin konumlar1 diger hicbir satirdaki 1 lerle ayni degildir.

O =R = OO
_ o O RO
O R OO =
_ o = OO
OO O =

Birinci satirdaki iki tane 1, (721) degisik sekilde secilebilir. Bu satir1 silip, kirmizi olan 1’in

bulundugu siitunu silebiliriz veya mavi 1’in oldugu siitunu silebiliriz. Her sildigimiz siitun
i¢in,

(TZL) fo(n — 1) durum oldugunu gésterelim. Kirmizi 1’in bulundugu stitunu sildigimizde:

60 1 01
01 0 0 1
1 0 01 0
1 0 1 0 0
01 0 1 0

Sildigimiz satir ve siitundaki diger 1’lerin yatay ve diisey kesisimindeki sifirr mor renkle
gosterelim. (n — 1) x (n — 1) boyutunda asagidaki matrisi elde ederiz;

oRrR RO
R OO R
_ o R o
o O O
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Mor renkteki ‘0’ m yerine ‘1’ yazarak (n— 1) x (n — 1) boyutunda, her satirinda 2 tane 1
bulunan Y matrislerini elde ederiz.

oOr RO
N =
[N )
ORoRr

Sadece 1 tane elemanin roliinii degistirdigimizden her X matrisine karsilik bir Y matrisi
bulabiliriz. Bagka bir deyisle her X matrisi ile Y matrisi arasinda bire bir esleme vardir. Y
tipindeki matrislerin sayisi f,(n — 1) oldugu igin X tipindeki matrislerin sayisi da f,(n — 1)
dir. X tipindeki matrislerden faydalanarak (7})f,(n — 1) tane (n x n) boyutunda F kiimesine

ait matris oldugunu gosterelim:

oOrRr RO
_ o O R
_ o R o
O O

X matrisi (n — 1) x (n — 1) boyutundadir. Her X tipindeki matris i¢in, (n x n) boyutunda F
kiimesine ait matris elde etmek i¢in asagida belirtilen teknigi kullanalim:

* (n—1) x (n — 1) boyutundaki soluna bir siitun, iistiine bir satir ekleyelim. Mor renkteki
sifirin bulundugu satirin en soluna ve mor renkte bulunan siitunun en iistiine birer tane 1
ekleyelim.

* Olusturdugumuz (n x n) boyutundaki matrisin, 1. satir ve 1. siitundaki elemanina 1 yazalim.

Yeni olusturdugumuz matrisi Z ile gosterelim:
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o oo R
orRr R OO
RooRr o
R OoOR OO
SO O

Bu teknigi kullanarak, ('21) fo(n — 1) tane (n x n) boyutunda F kiimesine ait matrisler elde
edilir.

Benzer sekilde birinci satirdaki mavi renkli 1’in bulundugu satir ve siitunu silerek ve ayni

teknigi kullanarak, (721) fo(n — 1) tane (n x n) boyutunda F kiimesine ait matrisler elde edilir.

Sonug olarak;
Fy(n) = (’;)fz(n -+ (Tzl)fz(n -1

F,(n) = 2(3)fo(n — 1) dir.

Ozel olarak;

4
B =2(,) )
F,(4) = 2.6.6
Fy(4) = 72

Ayrica 4 x 4 boyutundaki her satir ve siitununda 2 tane 1 bulunan matrislerin sayist A
kiimesine ve F kiimesine ait matrislerin toplami1 oldugu i¢in;

f2(4) = Az(‘l‘) + F2(4)
fo(4) =18+ 72
f2(4) =90

Her satir ve siitununda tam olarak iki tane 1 bulunan (4 x 4) boyutundaki (0-1) matrislerinden
90 tane vardir.
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TEOREM 1: n x n boyutundaki her satir ve siitununda 2 tane 1 bulunan (0-1) matrislerinin
sayisi f,(n) ise,

£(0) =1, £,(1) =0ve f,(2) =1 olmak iizere,

n = 2igin,

) =20)ftn -1+ (- Dfp(n—2) dir.

ISPAT: Herhangi iki satirdaki her iki ‘1’ in de konumlar1 aym olan (n x n) boyutundaki
matrislerin  sayisim A,(n) ile bunun disinda olan matrislerin sayisimt  F,(n) ile
gosterelim. n x n boyutundaki her satir ve siitununda 2 tane 1 bulunan (0-1) matrislerinin
sayisi f,(n) oldugundan;

fo(n) = F,(n) + A,(n) dir.

Onerme 1 ve Onerme 2 den,

. =2(3) =1+ () (= Dftn - 2)

Sonucu elde edilir. n = 0 durumu bos matris oldugundan f,(0) = 1 dir. 1 x 1 boyutunda

her satir ve siitununda 2 tane 1 bulunan matris olmadigi i¢in f,(1) = 0 dir. n = 2 durumunda
F,(2) = 0ve A,(2) = 1 oldugundan f,(2) = 1 dir.

‘The On-Line Encylopdia of Intiger Sequences’ sitesinde A001499 kodunda bu dizinin
elemanlar1 verilmektedir. Bu dizinin elemanlarini bazilar1 bu siteden alinarak asagida
verilmistir:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f(n) 1 0 1 6 90 2040 | 67950 | 3110940 | 187530840
n 9 10 11 12

f(n) | 14398171200 | 1371785398200 | 158815387962000 | 21959547410077200
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PROJE RAPORU
Proje Adu : iki Farkli Bicimde Sayma
Projenin Amaci :

Bu projede sayma ile ilgili baz1 6zdesliklerin ispatlar1 iizerinde ¢alisildi. Amag bu
Ozdeslikleri iki farkli bigimde sayma metodunu kullanarak kanitlamak ve elde edilen sonuglar
yardimiyla bazi sayma problemleri i¢cin genellemeler yapmaktir.

GIRIiS:

Toplama kurali, carpma kurali, igerme digarma prensibi, bire bir esleme teknigi,
giivercin yuvasi ilkesi, iirete¢ fonksiyonu ile sayma, kombinatorikte oldukga sik kullanilan
yontemlerden bazilaridir. Bunlarin disinda ¢ifte sayma teknigi, bir bagka deyisle iki farkli
bigimde sayma teknigi sayma problemleri i¢in olduk¢a énemli bir yontemdir. Iki farkli

bigimde sayma ilkesi, bir kiimenin elemanlarini iki degisik yolla sayarak elde edilen ifadeleri
birbirine esitlemekten ibarettir.

Bu proje dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, bazi tanim ve 6n bilgilere yer

verilmistir.Bu boliimde, n elemanli bir kiimenin k elemanli alt kiimelerinin sayisinin (ﬁ)

oldugu, tiim alt kiimelerinin sayisinin 2" oldugu ve (g) + (711) + (721) +. .. +(;l) =2"

0zdesliginin dogru oldugunun kanitlar1 iki farkli bicimde sayma yontemi kullanilarak
yapilmistir.

Ikinci bdliimde Sayma ile ilgili problemlerde oldukca sik kullanilan n X n boyutunda
bir 1zgarada sadece kuzey ve dogu adimlarini kullanarak (0,0) noktasindan (n,n) noktasina kag
farkli yoldan gidilir problemi ele alinmis ve bazi 6zdeslikler elde edilmistir.

Ucgiincii bdliimde, n X n boyutunda bir satrang tahtasina k 6zdes tas, herhangi iki tas
ayni1 satir veya siituna gelmeyecek sekilde kag farkl sekilde yerlestirilir problemi ele
almmustir. Once k = 2 igin problem iki farkl1 bicimde sayarak ¢oziilmiistiir. k = 3 durumu i¢in
elde edilen sayma fonksiyonu k=2 i¢in elde edilmis sayma fonksiyonu tiirlinden yazilarak
yinelenen sayma fonksiyonlar1 yardimi ile k tas i¢in iireteg¢ fonksiyonu bulunmustur.

Dérdiincii boliimde sonug bdliimiine yer verilmistir. Bu boliimde elde edilen
0zdeslikler ve problemlerin sonuglar1 yazilmistir. Bunlarin disinda iki farkli bicimde sayma
yontemin€ uygun bazi ilging 6zdesliklere yer verilmistir.
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TANIMLAR VE ON BILGILER:

TANIM | : M ve k negatif olmayan tam sayilar olmak iizere, (ﬁ) binom katsayilar1 su

sekilde tanimlanir.

n\ _ nn-1) .. (n—k+1) _ n!
k) =

= o
k (k=1)...2.1 k! (n—k)! k>nise, (})=0dr.

TEOREM I : M elemanh bir kiimenin Kk elemanl alt kiimelerinin sayis1 (ﬁ) dir.

ISPAT: A={1,2,3,... N} kiimesinin elemanlar1 degisik sekilde siralanabilir. Bu

siralamalara permiitasyon denir. Bu permiitasyonlarin sayis1 1! dir.Ciinkii ilk terim 1 sayidan
herhangi biridir,ikinci terim n -1 sayidan biridir ve bu sekilde devam edilirse,
n.(n-1) ... 1 =n! sonucu elde edilir.

Simdi bu permiitasyonlar1 farkl bir sekilde sayalim :

B, A kiimesinin k elemanl: bir alt kiimesi olsun. Bdylece B kiimesinin k! tane permiitasyonu
vardir.Benzer sekilde B kiimesinde olmayan elemanlarin da (n — k)! tane permiitasyonu
vardir. Bu (n — k)! permiitasyonlardan herhangi birini k! lerden herhangi birinin sagma

yapistirrsak 1 elemandan olusan A nin sirali bir dizisini elde ederiz ki bu da A nin bir
permiitasyonudur. A nin tiim permiitasyonlarini elde etmek i¢cin B kiimesi ile bu prosediirii

tekrarlariz.Bu islemi her k elemanl alt kiime i¢in yapariz. Bdylece toplam olas1
permiitasyonlarm sayis1 T. k! (n — k)! dir. Burada T, k elemanl alt kiimelerin sayisidir.

Bu ifade 1! sayisina esit olmalidir.

!
nl =Tkl (n—k)ise, T :ﬁ =(}) ar.

Iki farkl sekilde sayarak, n elemanli bir kiimenin Kk elemanl: alt kiimelerinin sayismin (ﬁ)

oldugunu goéstermis olduk.
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TEOREM II: n elemanli bir kiimenin 2" farkli alt kiimesi vardir.

Ispat: A={1, 2,3, ...n } kilmesini alalim.A kiimesinin eleman sayis1 sifir ise,alt kiimesi
sadece bos kiimedir ve 2° =1 dir.A kiimesi bir elemandan olusuyor ise alt kiimeleri bos kiime
ve kendisidir. 2'=2 dir. A kiimesinin alt kiime sayisinin 2" oldugunu dogru kabul edelim. n+1
elemanli bir kiimenin alt kiime sayismin 2™ oldugunu gosterelim.

B={1,2,3,...n,n+ 1} kiimesini ele alalim. A’nin her alt kiimesi B’nin de bir alt
kiimesidir. A’nin alt kiimesi olmay1p B’nin alt kiimesi olan kiimelerde n+1 eleman1 olmalidir.
A’nin alt kiimelerinden her birine n+1 elemanini ekleyelim. Boylece B’nin alt kiime sayis1

2"+2"=2""olur.
TEOREM I (D + () + () +... +(7)=2"
[SPAT: iki farkli bigimde sayma ydntemi kullanarak teoremi ispatlayalim.

1) A={1,2,3,...n }kiimesini ele alalim. Bu kiimenin 0 elemanli, 1 elemanly, ... ve n
elemanli alt kiimelerini n+1 parcaya ayirarak sayalim.

n elemanl bir kiimenin k elemanl: alt kiimelerinin sayisi (ﬁ) dir. (Teorem I)
Sifir elemanl alt kiime sayisi (g), bir elemanli alt kiime sayis1 (711)’ .. n elemanl alt

kiime sayis1 (;l) oldugundan tiim alt kiimelerinin sayis1

n n n ny, ;.
(0) + (1) + (2) SRR +(n) dir.
2) A’nin herhangi bir alt kiimesinde 1,2,3,...n elemanlarinin bulunup bulunmama
durumuna goére se¢im yapilir. X, A’nm bir elemanidir veya X, A’ nin bir elemani

degildir.Olmak iizere her eleman i¢in iki durum vardir. Dolayisiyla carpmanin temel
ilkesine gore 2" tane alt kiime vardir.

S . — -1 -1
ONERME-I: (T)=("")+ (") , I<r<n
ISPAT- 1 : (7:) = (:!_r)! Kombinasyon tamminda n! yerine n (n — 1)! yazalim;

(n) _ n! _ nn-1! _ [r+(n-n].(n-1)! _ r.(n-1)! + (n—-r).(n—-1)!
r/ " pl (n—n)! o (n—nr)! B r! (n—r)! T (n—1)! r! (n—r)!

— (n-1)! (m-1)!  _m-1 n-1
B (r—l)!(n—r)!+ r! (n—-r—1)! _(r—l) +( r )
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Simdi bu ispat1 iki farkli sayma yontemini kullanarak yapalim:

[SPAT-11: =n cocuk arasindan geziye gidecek r ¢ocugun se¢imi kag farkli sekilde
yapilabilir? Problemini ele alalim iki degisik sekilde sayalim;

n ¢ocuk arasindan geziye gidecek r ¢cocuk (71}) degisik sekilde secilir. n ¢ocuk arasinda ismi
Ali olan biri olsun. Ali geziye gidebilir veya gitmeyebilir. Ali geziye gideceklerin arasinda
ise, n ¢ocuk arasindan geziye gidecek r ¢ocuk (71}:11 ) degisik sekilde secilir ¢ilinkii i¢lerinden
biri Ali dir. Ali geziye gideceklerin arasinda degil ise, geriye kalan n — 1 kisi arasindan

(n;l) degisik sekilde geziye gidecek cocuk secilebilir.

n ¢ocuk arasindan geziye gidecek r ¢ocuk toplam, (1;:11 )+(n;1) degisik sekilde secilir.

Birinci saymada elde edilen sonug ikinci saymadaki sonuca esit olacagindan,;

(Trl) — (71}:?11)4_(11;1) sonucu elde edilir.

ONERME-I: (7) +("1)#(7+2) + .. o+ (7+171) = (74 I< r<n

r+1 ? -
ISPAT:
n iizerinden tiimevarim uygulayalim;
n=1igin
r r+1 NPT o
(r) = (r+1) esitligi dogrudur.

(D +(T-1':1)+(T-1|:2) +...+ (r+?—2) = (T-;ZII) esitliginin dogru oldugunu kabul

edelim.

()TN 44 () () = () + () = (0

(Onerme 1 den)

Sonug olarak 1< r < nigin,

)+ + .+ (771 = (T17) esitligi dogrudur,
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©0.0)

BAZI OZDESLIKLER VE KANITLARI:

OZDESLIK I: 2 (** )= (*")

n-1

I5 (n.n)

Yukaridaki 1zgarada (0,0) noktasindan (n,n) noktasina kuzey ve dogu adimlari kullanilarak
kac degisik yoldan gidilebilir? Problemini iki farkli bigimde sayarak bulalim.

1) nadim kuzey, n adim dogu olmak tizere toplam 2n adim arasindan n adim (ZT?) degisik
bi¢imde segilir.

2) (n,n) noktasina gitmek i¢in K veya L noktalarindan gegmek zorundayiz. K ya ugrayarak
(n,n) noktasma (*"7'), Lyeugrayarak (*'7') = (*"7"), degisik yoldan gidilir.
Simetriden dolay1 K noktasindan ve L noktasindan gecerek gidilen yolarin sayis1 esittir.

Toplam 2 (27;1__11) farkl1 yol vardir.1) ve 2) de elde edilen sonuglar esit olacagindan 6zdeslik
kanitlanmis olur.

Bu prosediirii k+1 nokta i¢in genelelim. k+1 noktadan gecerek (n,n) noktasina ulasalim.

L o

0,0)
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A

N
=

=)
~

Ak+1. *
A
° k
Ag‘
Az.
A1 i ::
n-k
(0'0)‘ - v
n
1< k< n ve k tek say1 olmak tizere,
Yukaridaki sekilde A;, Az, As..., Ax, Awa noktalarindan gegerek (n,n) noktasma ulagalim:

A; noktasina ugrayarak (Znn_k). (g) farkl1 yol vardir.
A, noktasina ugrayarak (2;:1]( ) (I;) farkl1 yol vardir.

As noktasina ugrayarak (ZT?__Zk). (lzc) farkl1 yol vardir.

A (k+1)2 noktasma ugrayarak (n_z(z:f) /2). ((k—k1) /2) farkl yol vardir.

Geriye kalan noktalardan gecenler bu yolarin simetrigi oldugundan, bulunan bu yolarin
sayisini 2 ile ¢arpip taraf tarafa toplarsak asagidaki esitligin sol tarafini elde ederiz.

(k=1)/2

2n —k\ (k 2n
2. ( ><> = ( ) 1< k < n vekteksayl, (2)
z n—i/\i n
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»(n.n)

A

Ak+1

Ak

As

A

n-k

(0,0) v

A
v

n

1< k<n ve kgift say1 olmak iizere,

A; noktasina ugrayarak (Znn_k). (g) farkl1 yol vardir.

2n—k
n-—1

A, noktasina ugrayarak ( ) (I;) farkl1 yol vardir.

2n—k
n-—2

As noktasina ugrayarak ( ) (lzc) farkli yol vardir.

A 2 noktasina ugrayarak (n_(z Z/_Zk— 1)). ( (k /;(_ 1)) farkl yol vardir.

A 241 noktasina ugrayarak (nf?; 1;2)). ( kljz) farkl yol vardur.

A 2 noktasina kadar olanlarin simetrikleri oldugundan 2 ile ¢arpip, A kp+1 noktasindan
gecenleri eklemeliyiz.
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k/2-1

(o) () 2 Z F O = (Y a<k<nksrsn @

i=0

Ozel olarak k =n ve n herhangi pozitif bir dogal say1 oldugu durumu inceleyelim.

(n,n)
An+1 ' *
L
L ]
o
o
L]
o
Az
e
A,
0,0 v
Aq
A; noktasina ugrayarak (g) (g) farkl1 yol vardir.
A, noktasina ugrayarak (711) (rll) farkl1 yol vardir.
As noktasina ugrayarak (g) (g) farkl1 yol vardir
A noktasina ugrayarak (ni 1). (nﬁ 1) farkl yol vardur.
A n+1 noktasina ugrayarak (Z) (2) farkl yol vardir
Toplam sembolii kullanarak bu ifadeleri toplayalim:
n
(Tl)z (2n> €N 4)
= ,n
i n (
i=0
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v . 2 2_.~\2
OZDESLIKIL: (%) —2n.(3) = &2

2 2
n @
4 @
3
2
1
Al Az A3 A4 . . . An

Sekildeki n x n boyutlu satrang tahtasina iki 6zdes tas ayn1 satir veya siitunda olmayacak
sekilde kag degisik sekilde yerlestirilir? Problemini iki farkli bigimde sayarak ¢ozelim.

1)

2)

Iki tasin bulunabilecegi biitiin durumlardan taslarin ayn1 satir ve siituna geldigi
2

*" ) degisik bigimde yapilur. iki

durumlar ¢ikarilir. Toplam n? durumdan iki secim ( n
tas, herhangi bir satirda (rzl) sekilde bulunabilir. n tane satir oldugundan n. (721) durum

vardir. Aynist hem satir hem de siitun i¢in gegerlidir. Dolayisiyla ( nzz ) - 2n. (721)

durum elde edilir.

Iki tagmn ayn1 satir veya siitunda olmadig1 durumlar: sayalim. 1k tasi (A1,n) konumuna
Sekil-1 deki gibi yerlestirelim. Ikinci tas1 yerlestirebilecegimiz (n — 1)? yer vardur.
Benzer sekilde ilk tasi n satirindaki diger yerlere de yerlestirebiliriz.

O halde n(n —1) (n — 1) kadar durum vardr.

[k tast (Ag,n-1) konumuna sekil-2 deki gibi yerlestirilirse ikinci tas sar1 ile boyali
bolgelere gelebilir fakat bu kombinasyonlar daha 6nce sayildigi igin tekrar
sayllmamalidir. Boylece ikinci tag (n —1) (n —2) degisik sekilde yerlestirilebilir.
Ikinci satirm her bir karesine konulan birinci tas i¢in durumlarin sayis1 esit
oldugundan toplam n(n —1) (n — 2) degisik sekilde yerlestirilebilir.
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Benzer sekilde ilk tasi sirasiyla {igiincii, dordiincii ve n inci satirlara yerlestirerek ayni
prosediirii stirdiiriirsek asagidaki ifadeyi elde ederiz.

nn-1)(n—-1)+nn-1)(n-2)+nn-1)(n-3)+. . .+n(n-1)(n—n)
=n(n-1)[(n—-1)+(n—-2)+(n—-3)+. . .+(n—n)]

= n(n -1) (F— =2

= n(n —1).7122_n

nn-1).nn-1)
2

(n?-n)?
2

1) ve 2) de bulunan sonuglar esit olacagindan ;

2
(7 )=2n.() =22 dir.

2

4
3
2
1
Al Az A3 A4 . . . An
Sekil 1
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-

Al Az A3 A4 . . . An

Sekil 2

PROBLEM:

n x n boyutunda bir satrang tahtasma k 6zdes tas, herhangi iki tas ayn1 satir veya siituna
gelmeyecek sekilde kag farkl sekilde yerlestirilir?

Problemi k = 2 i¢in ¢6zmiistiik. Buldugumuz bu sonucu kullanarak,k = 3 tas igin
problemi ¢dzmeye ¢alisalim. Ik iki tas1 ayn1 satir ve siituna gelmeyecek sekilde Sekil-3 de
oldugu gibi yerlestirelim ve 3. tas1 bu taglarin bulundugu satir ve siitunlarin diginda bir
bolgeye koyalim.

v

Sekil 3
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(n?— n)?
2

k = 2 ye karsilik gelen sayma fonksiyonunu F,m) ile gosterelim. F,m) =

Ugtincii tas igin (n — 2)° farkli durum vardir. Simdi (n — 2)%. F; (n) ¢arpimin1 diisiinelim.Ug
tagin ayni satir ve slitunda olmadigi durumlarin sayisidir fakat bunlarin i¢inde birden fazla
saydigimiz ayni liclii kombinasyonlar vardir. Taslar sirasiyla A, B ve C diye adlandiralim.
Birbiriyle ayni1 satir ve siitunda olmayan ilk iki tag A ve B {igiincii yerlestirdigimiz C olabilir,
[Ik ikisi A ve C iigiinciisii B, ve son olarak ilk ikisi B ve C {i¢iinciisii A olabilir. Kisaca

(g) = 3 oldugundan yerlestirdigimiz ii¢ tas1 tiger kez saymis oldugumuzdan (n — 2)% F;(n)
carpimini tige bolmeliyiz.

Fs(m)= 5. (n = 2)% Fafn)

Sekil-4

F; (n) den faydalanarak F4 (n) sayma fonksiyonunu bulmak igin 4. tasi koymak i¢in (n — 3)?
farkli segenegimiz vardir. Benzer sekilde (n — 3)2. F, (n) carpimini (:) =4 sayisina bolerek

F4 (n) sayma fonksiyonunu bulabiliriz.
_1 2
Fum = " .(n—3)". Fym

Benzer mantikla bu prosediirii siirdiirerek K tas i¢in Fy ) fonksiyonunu Fy _ ) tiiriinden
elde edebiliriz.

1
Frm = p (n—k+1)>% Fr_im
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Buldugumuz bu esitliklerde n > k olmalidir. k > n ise, Fk(n) =0 dir. Ciinkii bu durumda

n x n boyutunda bir satrang tahtasina K tas ayni satir veya siituna gelmeyecek sekilde
yerlestirilemez. Yukarida buldugumuz sonuglar alt alta yazalim.

Fom = olmak tizere,

_ m2-n)’
2
1
Fom = 5-(n— 2)2. Fom

1
Fym = s -(n— 3)2. Fim

Fem =+ .(n—k+1)>2%F_jm

Simdi bu esitlikleri taraf tarafa ¢arpalim:

2
Frm = —. (n— 2. n—3)Y....(n—k+1)" Fm

2 \2
Fk(n)==%.(n—2)2.(n—3)2....(n—k+1)2.u
_ (m2-n)? o2 2 _ 2

Frm = - -(n 2.(n—=3) ... .(n—k+1)

En son buldugumuz bu esitligi carpim sembolii ile tekrar yazalim:

n >k = 2 olmak lizere,

(n?— )
Fom =
n >k >3 olmak lizere,
(n? — n)2 —
Frm = (n—1i)?
k™ L
' i=2
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SONUC VE TARTISMA:

Iki farkli bigimde sayma metodu ile asagidaki 6zdeslikler elde edilmistir:

2(211—1) = (2:) ,n>0ve neZ

n-1

(k=1)/2

2n — k\ (k 2n
2. ( )()= ( ) ; 1< k < n vektektam sayi,
n—i i n

k/2-1

(o)) vz ()= () 1 <xenkoireamsen

i=0

2
("22)—211.(721):(“22—41) n>2ve n €N
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SONUC — I: n xn boyutunda bir satrang tahtasina k 6zdes tas, herhangi iki tas ayni
satir veya siituna gelmeyecek sekilde kag farkli sekilde yerlestirilir? Problemine karsilik gelen

sayma fonksiyonu Fy ) olmak tizere;

_ (m2-n)?
Fom = —
n >k >3 ise,
k-1
_ @ - )
Frm = 7 (n—1)
' i=2

MIT’de Matematik Profesorii olan Richard P. Stanley’nin Enumerative Combinatorics

kitabinin I. Boliimiinde iki farkli bigcimde sayarak kanitlanacak kolaydan zora bazi alistirmalar

bulunmaktadir .Bunlardan bazilar1 sunlardir:

re I

(D

i+j+k=n =0

Bunlara benzer 6zdeslikler degisik sayma yontemleri kullanarak ispatlanabilir. Sayma, basit

ilkelerle yola ¢ikarak ilging sonuglarin elde edildigi matematigin eglenceli bir dalidur.
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KAYNAKLAR:

Enumarative Combinatorics, Volumel <http://www-math.mit.edu/~rstan/ec/ec1.pdf > ,son
erisim tarihi 16/01/2012

Nesin,A., (2009), Matematige Giris 3- Sayma, Nesin Matematik Koyii, Istanbul.

Double Counting <http://en.wikipedia.org/wiki/Double_counting_(proof_technique) >, son
erisim tarihi 16/01/2012.

Combinatorics/Subsets of a set-The Binomial Coefficient.
<http://en.wikibooks.org/wiki/Combinatorics/Subsets of a set-The Binomial Coefficient>,
son erigim tarihi 16/01/2012.

208


http://www-math.mit.edu/~rstan/ec/ec1.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Double_counting_(proof_technique)
http://en.wikibooks.org/wiki/Combinatorics/Subsets_of_a_set-The_Binomial_Coefficient

IIkégretim

Proje
Ornekleri

¢ Tiibitak Bu Benim

Eserim Projeler Ornekleri
< E-Twinning Proje Ornegi
< Diger Proje Ornekleri

209


https://www.google.com.tr/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiZ0tWkoPnOAhWFXhoKHfDhDDUQFggdMAA&url=https%3A%2F%2Fwww.etwinning.net%2Ftr%2Fpub%2Findex.htm&usg=AFQjCNH4UAmNCL4EW7XREP994xR4auBYvQ&sig2=kUGAW2244tJz8MMp71fsog

PROJE RAPORU

PROJENIN ADI
123D SAYMA METODU

M. iNéMLIK
M.GUNES

DANISMAN :
ESREF GUREL
PAMUKKALE BILIM VE SANAT MERKEZi
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PROJENIN AMACI

Dogrusal olarak siralanmis ardisik renk gruplarini belirli bir kurala gore yer degistirmek
ve hareket sayisini hesaplamak i¢in bir metot gelistirmek.

PROJE OZETI

Dogrusal olarak siralanmis ardisik renk gruplarmi belirli bir kurala gore yer
degistirmek ve bu yer degistirme icin hamle sayisini hesaplamak icin bir metot gelistirmek
problemimizin temelini olugturmaktadir.

Aralarinda bir bosluk bulunan “Ziplayan kurbagalar” oyunu 3 yesil ve 3 kahverengi
kurbaganin yer degistirmesi stratejisine dayanan ilging bir strateji oyunudur. Dogru hamle ile
ka¢ toplam ka¢ hamlede tamamlandigini saydik. Calismamizin bundan sonraki asamasinda
kurbaga yerine renkli bloklar kullanarak renkli blok sayis1 degistiginde, aralarindaki bosluk
sayist degistiginde ve tek bir noktada kesisen eksenlerde yer degistirme ve hamle sayisinin
nasil degistigini genellemeye ¢alistik.

Bu asamada saymamizi genellemek icin bazi kurallar olusturmamiz gerekti
1.Renkler birbirinin {izerine gelemez.
2.Renkler farkli renkte olsa bile eger Oniinde bosluk varsa birbirinin iizerinden atlayabilir.
Bunun disindaki biitiin hamlelerde tek bir atlama yapilabilir.

Arastirma yaptigimiz kaynaklarda farkli durumlar i¢in uygulamalar yapildigini gordiik
ancak esit olmayan renkler, birden fazla bosluk bulunmasi ve bosluklarda kesisen birden fazla
eksen icin hicbir ¢alismanin yapilmadigini fark ettik ve bu konu ile ilgili ¢alismalar yaparak
genellemeler yaptik.

KULLANILAN YONTEM:

1. Ornek olay

2. Deney

3. Problem ¢6zme

PROJE BUTCESI:

Renkli blok:40 TL

Tahta panel:25 TL

3 parca tahta diizlem:40 TL

Afig :100TL

olmak tizere toplam 205 TL harcama yapildi.

PROJE CALISMASININ TAKVIMi:

1-30 Ekim: Problemin tespiti ve kaynak taramasi.

1-30 Kasim: Problemlerin ¢6zlimii ve say1 modeli {izerinde arastirma yapilmast.
Kaynaklardan elde edilen ¢oziimlerin degerlendirilmesi.

1-30 Aralik: Say1 sekil modelinin kurulmasi ve genellemelerin yapilmasi.

1-20 Ocak: Sayi sekil modelinin farkli durumlara uyarlanmasi ve sonuglarin yazilmasi
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BIRINCI BOLUM
GIRIS
Bu béliimde projemizle ilgili temel tanmimlar ve 6zelikler verilecektir.
Tanmm 1.1: icerdikleri degiskenlere verilecek biitiin gercel sayr degerleri i¢in dogru olan
denklemlere 6zdeslik denir.

Ornegin iki kare farki 6zdesligi

2=yt =(x—-y)(x+y)
veya tam kare 6zdesligini

(x+y)? =x%+2xy + y?

Buna 6rnek verebiliriz.
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IKINCI BOLUM
YONTEM

Problem 2.1: Aralarinda bir bosluk bulunan 1 mavi ve 1 kirmizi blogun yer degistirmesi i¢in

kag¢ hamle yapilmasi gerekir?

COZUM:
Izlenecek islem basamaklar1 sunlardir.

1.

3 hamlede islem tamamlanir. Yani,
H=1(1+2)
H = 1.3 = 3 hamle

Problem 2.2: Aralarinda bir bosluk bulunan 2 mavi ve 2 kirmizi blogun yer degistirmesi i¢in

ka¢ hamle yapilmasi1 gerekir?

COZUM:

Izlenecek iglem basamaklart sunlardir.

1. 5.
2. 6.
3. 7.
4. 8.

8 hamlede islem tamamlanir. Yani
H=2.(2+2)
H = 2.4 = 8 hamle

214




Problem 2.3: Aralarinda bir bosluk bulunan 1 mavi ve 1 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kac hamle yapilmas1 gerekir?

COZUM:

[zlenecek islem basamaklar1 sunlardir.

1. 9. . . ‘
i "9 90000
] Doe e0e
' pDeopoe @
] Dope e
i D0 _0eee
feoe eee

15 hamlede islem tamamlanir.
H=3.(3+2)
H = 3.5 =15 hamle.

Problem 2.4: Aralarinda iki bogluk bulunan 1 mavi ve 1 kirmizi blogun yer degistirmesi igin

kag¢ hamle yapilmasi gerekir?

COZUM:

Izlenecek islem basamaklar1 sunlardir.

1. 4.
2. 5.

] O

5 hamlede islem tamamlanir.
H=1.(14+22)
H =15=5 hamle.
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Problem 2.5: Aralarinda iki bosluk bulunan 2 mavi ve 2 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kac hamle yapilmas1 gerekir?

CCHRDD

COZUM:

Izlenecek islem basamaklari sunlardir.

1. 7.
2. 8.
3. 9.
4. 10.
5. 11.
6. 12.

15 hamlede islem tamamlanir.

H=2(2+22)

H = 2.6 =12 hamle.

Problem 2.6: Aralarinda iki bosluk bulunan 3 mavi ve 3 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kag¢ hamle yapilmasi gerekir?

CcOZUM:

[l T Jelwfl
H=3.(3+22)

H = 3.7 = 21 Hamle yapilir.

Problem 2.7: Aralarinda iki bogluk bulunan 4 mavi ve 4 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kag¢ hamle yapilmasi gerekir?
COZUM:

T T el
H=4.(4+22)

H = 4.8 = 32 Hamle yapilr.

Problem 2.8: Aralarinda ii¢ bosluk bulunan 1 mavi ve 1 kirmizi blogun yer degistirmesi i¢in

kac hamle yapilmas1 gerekir?
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COZUM:
Izlenecek islem basamaklari sunlardir.

1- | P
2- ANCEECE
j; | eTe

7 hamlede islem tamamlanir.
H=1.(1+23)
H = 1.7 =7 hamle.

Problem 2.9: Aralarinda iki bosluk bulunan 2 mavi ve 2 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kag¢ hamle yapilmasi gerekir?

16 hamlede islem tamamlanir.

H=2(2+23)

H = 2.8 =16 hamle.

Problem 2.10: Aralarinda bir bosluk bulunan 1 mavi ve 2 kirmizi blogun yer degistirmesi igin

kag¢ hamle yapilmasi gerekir?
COZUM:

5 hamlede islem tamamlanir. Yani,
H=21+2+1
H =243 =75 hamle

Problem 2.111: Aralarinda bir bosluk bulunan 2 mavi ve 3 kirmizi blogun yer degistirmesi
icin ka¢ hamle yapilmasi gerekir?

CcOZUM:

5 hamlede islem tamamlanir. Yani,
H=23+2+3
H =6 +5 = 11 hamle yapilmalidur.

Problem 2.12: Aralarinda bir bosluk bulunan 5 mavi ve 8 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kag¢ hamle yapilmasi gerekir?

S0 CN00000

COzZUM:
H=58+5+8
H = 40 + 13 = 53 hamle yapilmalidir.
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Problem 2.13 Aralarinda iki bosluk bulunan 1 mavi ve 2 kirmizi blogun yer degistirmesi i¢in

kag¢ hamle yapilmasi gerekir?
COzZUM:

5 hamlede islem tamamlanir. Yani,
H=21+2.(2+1)
H = 2 4+ 6 = 8 hamle yapilmalidir.

Problem 2.14: Aralarinda ii¢ bosluk bulunan 1 mavi ve 2 kirmizi blogun yer degistirmesi i¢in
kag¢ hamle yapilmasi gerekir?

o e [ | @
COZUM:

5 hamlede islem tamamlanir. Yani,
H=21+3.2+1)
H =2+ 9 = 11 hamle yapilmalidur.

Problem 2.15: Aralarinda 4 bosluk bulunan 3 mavi ve 6 kirmizi blogun yer degistirmesi igin
kac hamle yapilmasi gerekir?

@lelel@eel | | [ @ole]

CcOZUM:
H=36+4.(3+6)
H=18+49

H=18+36 =54
hamle yapilmalidir.

Problem 2.16: Bir boslukta kesisen aralarinda bir bosluk bulunan 3 mavi ve 3 kirmizi blogun
bulundugu iki eksende yer degistirme ka¢ hamlede tamamlanir.

(10I0]

218



CcOzZUM:

30 hamlede islem tamamlanir.
H =2.[3.(3+2)]

H = 2.3.5 = 30 hamle.

Problem 2.17: Bir boslukta kesisen aralarinda bir bosluk bulunan 3 mavi ve 3 kirmizi blogun
bulundugu ii¢ eksende yer degistirme ka¢ hamlede tamamlanir.

CcOZUM:

30 hamlede islem tamamlanir.
H =3.[4.(4 + 2)]

H = 3.4.6 = 72 hamle.
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UCUNCU BOLUM

SONUCLAR VE TARTISMA

Calismamizda hamle sayisini H ile ve eksen sayisin1 D ile gosterirsek.
Sonug¢ 3.1: Arasinda bir bosluk bulunan n tane kirmizi ve n tane mavi blogun yer degistirme
hareketini tamamlamak igin;
H=n.(n+2)
hamle yapilir.
Sonug¢ 3.2: Arasinda bir bosluk bulunan n tane kirmizi ve m tane mavi blok yer degistirme
hareketini tamamlamak igin;
H=m.n+m+n
hamle yapilir.
Sonug¢ 3.3: Arasinda p bosluk bulunan n tane kirmizi ve n tane mavi blok yer degistirme
hareketini tamamlamak igin;
H=n.(n+2p)
hamle yapilir.
Sonuc 3.4: Arasinda p bosluk bulunan n tane yesil ve m tane mavi blok yer degistirme
hareketini tamamlamak igin;
H=m.n+p.(m+n)
hamle yapilir.
Sonuc 3.5: Arasinda p bosluk bulunan n tane yesil ve m tane mavi blok D tane eksen
iizerinde tek bir boslukta kesistiginde yer degistirme hareketini tamamlamak igin;
H=D.(m.n+p.(m+n))
hamle yapilir.

KAYNAKLAR:

[1] http://akidsheart.com/math/mathgames/leapfrog.htm

[2] beingamathematician.wikispaces.com/file/view/Frogs+Investigation
[3] http://britton.disted.camosun.bc.ca/frog_puzzle.htm

[4] http://nrich.maths.org/6282

[5] http://www.minioyun.com/oyunlar/ziplayan-kurbagalar.asp
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ASAL EKLERSEM KARE OLUR MU?

HAZIRLAYANLAR
M. Kas
Y. E. Nacar

DANISMAN:
ZEHRA CIiCEK AKKUZU

Kayseri Cetin Sen Bilim ve Sanat Merkezi
(Bu Proje Bu Benim Eserim Yarigsmasinda Ankara’da Finale Katilip

Birinciler kategorisinde 6diil almistir.)
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ASAL EKLERSEM KARE OLUR MU?

Kurum: Kayseri Cetin Sen Bilim ve Sanat Merkezi

Projeyi Hazirlayanlar: Murat Kas - Yusuf Erdem Nacar

Proje Damismani: Zehra Cicek Akkuzu

Projenin Amaci: n € N, p bir asal say1 olmak iizere; n.(ntp) ¢arpiminin tam kare olup
olamayacagini eger miimkiinse hangi durumlarda olabilecegini bulmak.

Yontem: Calismaya kiiciik p asal sayilarindan baslayarak, her p i¢in n yerine sistematik
sekilde 1 den baslayarak dogal sayilar1 yazip n.(n+p) sayisinin kare say1 oldugu durumlari
bakarak bir iligki arayarak bagladik.

p= 2 igin

n=0 p=2 ->n.(n+p)=0.(0+2) =0 durumu kare say1 oldu.

p=3 i¢in

n=1 p=3>1.(1+3) =4
p=5 igin;
n=1 p=5->1.(1+5) =6
n=2 p=5->2.(2+5) =14
n=3 p=5->3.(3+5) =24
n=4 p=5->4.(4+5) =36
p=7 i¢in;

n=1 p=7->1.(1+7) =8
n=2 p=7->2.(2+7) =18
n=3 p=7->3.(3+7) =30
n=4 p=7->4.(4+7) =44
n=5 p=7 ->5.(5+7) =60
n=6 p=7->6.(6+7) =78
n=8 p=7->8.(8+7) =120
n=9 p=7->9.(9+7) =144

durumu kare say1 oldu.

222



Buradan sonraki denemelerimizde fark ettik ki n.(n+p) ¢arpiminda n yerine herhangi bir k
dogal sayisinin karesi ve p yerine yine ayni k sayisinin iki katinin bir fazlasini (2k+1)
yazdigimizda sonug kare say1 oluyor. Buradan yola ¢ikarak bu sekilde segilen her p ve n
sayilar1 i¢in dogru olup olmadigini deneyerek asagidaki tabloyu olusturduk.

k n= k2 p=2k+1 n.(n+p)
1 1 3 4

2 4 5 36

3 9 7 144

4 16 9 400

5 25 11 900

6 36 13 1764

7 49 15 3136

8 64 17 5184

O halde;

n.(n+p) = K2.(k2+2k+1) = k>(k+1)? = [/n . (+/n +1)]? olur.
Buradan n ile p arasindaki bagintiy1 bulalim.

n=k%  p=2k+1 oldugundan

2 2
9 p-1 p-1
k:pT olur. n=k?= 2 olur. Yani her p asal sayist igin n=| 9 olacak sekilde

secilirse n.(n+p) ¢arpimi kare say1 olur. Ancak bu ¢dziimde p herhangi bir tek say1
secilebiliyor, asal olmas1 gerekmiyor. Bu yiizden sorumuzu p asali i¢in degil p tek sayisi i¢in
¢ozmiis olduk. Ancak bu ¢dziimiin tek ¢oziim olup olmadigini bilmiyorduk. Daha biiyiik n ler
icin de farkli ¢ozlimler olabilirdi. Bu yiizden cebirsel ¢oziim yollar1 aradik.

Once n ile p’nin aralarinda asal olup olmadigini inceledik.

n, p’nin kati olsun.

n = px olur. Bunu denklemde n’nin yerine koyalim:

n.(n+p)=px.(px+p) parantezin igindekileri p parantezine alalim

=px.p(x+1)

=p2.X.(x+1)

Bu durumda ardisik iki say1 (n ve (n+1))’nin ¢carpimi kare say1 olusturamayacagindan dolayi,
n p’nin kati iken n.(n+p) kare say1 olamaz. O halde n ile p aralarinda asaldir. n ile p aralarinda
asal oldugu i¢in n ile (n+p) de aralarinda asal olur. Ortak ¢arpanlar1 olmadigi i¢in ve
carpimlarinin kare say1 olmasini istedigimiz i¢in n ve (n+p)’nin ayri ayr1 kare sayilar olmalari
gerekmektedir.

n=k?, (n+p) = m? olsun.

223




(n+p) —n=m?—k2 = p dir.
iki kare farki formiiliinden m? - k? = (m+k).(m-k) = p olur. p bir asal say1 oldugunda
(m+k) = p, (m-k) = 1 olur. Ancak p tek say1 oldugunda bunu séyleyemeyiz.
p asal oldugunda,
m+k =p
+m-k =1

2m=p+1
_ it
T2
+1
m?2 = (pT)2 = n+p olur.

_ p?+2p+1 o p?-2p+1 _(p_—1)2

_/pt1
n_(T)Z —P 4 4 2

Sonugta ayn1 sonucu bulduk ancak bu ¢6zlim p asali igin tek ¢oziimdiir.

Ayni soruyu geometrik olarak ¢ozdiik. n ve n+p nin asal olduklarini bildigimiz i¢in n kare
sayidir. n’ yi kare olarak alip ona ne eklersek yeniden bir kare say1 elde ederiz diye diisiindiik.

k 1

p=2k+1

Burada geometrik olarak k2’ ye 2k+1 ekledigimizde kare say1 oldugunu gostermis olduk.
Ancak karenin kenarlarina her 1 birim ekledigimizde tekrar kare say1 olur.
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1 1
&.ﬁ'—h’k"—r
n + P

-

? p=2rk+r?

L

Ancak 2rk+r? asal say1 olamayacagindan ilk buldugumuz ¢ziim tektir.
Sonug:

Herhangi bir n € N sayisi igin;
1. n.(ntp) carpimi; her p asal sayisi i¢in ancak n=(pT_1)2 seklinde ise, kare say1 olur.

2. Bu sekilde secilen n ve p igin; n.(n+p)= [\/ﬁ . (\/ﬁ +1)]? olur.
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KARE SAYILARI SEKIiZE BOLDUK

HAZIRLAYANLAR
Z. A. Dogan

DANISMAN:
ZEHRA CICEK AKKUZU

Kayseri Cetin Sen Bilim ve Sanat Merkezi
(Bu Proje Bu Benim Eserim Yarismasinda Ankara’da Finale Katilip

Birinciler kategorisinde odiil almistir.)
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KARE SAYILARI SEKIZE BOLDUK
Kurum: Kayseri Cetin Sen Bilim ve Sanat Merkezi
Projeyi Hazirlayanlar: Z. A. Dogan
Proje Damismani: Zehra Cicek Akkuzu

Projenin Amaci:
Bu ¢alismada kare sayilari 8 ile béliminden kalanlarina gére Gggen sayilar cinsinden yazmayi

amacladik.
Yontem:

Kare sayilari incelerken bazi kare sayilarin 8 ile bélimiinden 1 kalanini verdigini gordk.
Bunlarin hepsi tek kare sayilar idi.

Tek olan sayilari 8.n+1 seklinde ifade etmeye calisirken;

(K: Kare, U: Uggen Sayi)

1 =8.0+1 Ky =8.00+1
9 =8.1+1 Ks =8.01+1
25 =8.3+1 Ks = 8.Ux+1
49 =8.6+1 K7 =8.U3+1
81 =8.10+1 Ko = 8.U4+1
121  =8.15+1 K11 = 8.0s+1
169 =8.21+1 K1z = 8.0e+1
225 =8.28+1 Kis = 8.07+1
289 =8.36+1 Ki7 = 8.0g+1

Seklinde yazildigini ve 0,1,3,6,10,15,21,28,36... sayilarinin liggen sayi oldugunu gorduk.

Buradan tek kare sayilari, liggen sayi cinsinden cinsinden ifade edebilecegimize diisiindiik
ve karsimiza;

. Kn=8.U(n-1)/z+1
esitliginin ¢iktigini gérdiik.
Bundan sonra diger kare sayilari incelemeye basladik.

Cift olan bu kare sayilarin 8 e bolimiinden kalanin 0 veya 4 oldugunu gordik.
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8 e bolimiinden kalani 4 olan sayilari
8.n+4 seklinde yazmaya basladigimizda asagidaki tablo ile karsilastik;

(K: Kare, U: Uggen Sayi)

4 =8.0+4 = 8.(4.0)+4=32.0+4 K, =320c+4

36  =8.4+4 =8.(4.1)+4=32.1+4 Ke¢=32U1+4

100 =8.12+4 = 8.(4.3)+4=32.3+4  Kio=320,+4
196 =8.24+4 = 8.(4.6)+4=32.6+4  Kis=32U3+4
324 =8.40+4 =8.(4.10)+4=32.10+4 K1z =32U4+4
484 =8.60+4 =8.(4.15)+4=32.15+4 Ki; =32Us+4
676 =8.84+4 =8.(4.21)+4=32.21+4 Kae = 32Us+4

900 =8.112+4 =8.(4.28)+4=32.28+4 Kzo =320Us+4

Boylece 8 ile bolimiinden 4 kalanini veren sayilarda, li¢ggen sayi cinsinden yazildigini ve
asagidaki esitlikte verilen sekliyle bir forml elde edilebildigini gordik.

Kn=32.U(n-2)/4+4
8 ile bolimiinden 0 kalanini veren sayilari
8.n+0 seklinde yazmaya basladik. Bunlari yazarken de asagidaki tablo bize fikir verdi.

(K: Kare, U: Uggen Sayi)

16=8.2+0 =8.(2.1)=16.1 Ks = 16.K1=16(U1+Uo)
64=8.8+0 =8.(2.4)=16.4 Ks = 16.K2=16(U2+U1)
144=8.18+0 = 8.(2.9)=16.9 K12 = 16.K3=16(U3+U>)

256=8.32+0=8.(2.16)=16.16 Ki6= 16.Ks=16(U4+Us3)
400= 8.50+0 =8.(2.25)=16.25 K20= 16.Ks=16(Us+Ua)
576=8.72+0 =8.(2.36)=16.36 K24 = 16.Ke=16(Us+Us)
784=8.98+0 =8.(2.49)=16.49 Kas = 16.K7=16(U7+Us)
Bu tabloya gore;

Kn=16K(n/4)+4
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Seklinde bir kare sayiyi baska bir kare sayi cinsinden ifade ettik.

Daha sonra her kare sayinin iki tiggen sayinin toplami seklinde yazilabildigini Kn=Un+U(n-1)
distinerek Knya ifadesini Un/a+Un-a)/a seklinde yazdik ve sonucta

Kn=16(U(n/a) +U(n-a)7a) seklinde bir esitlik elde ettik.
Sonuglarin Degerlendirilmesi

Yaptigimiz calismanin sonunda bitin kare sayilarin 8 ile bolimiinden kalanlarina gore liggen
sayllar cinsinden yazilabildigini gorduk.

Yani bize verilecek herhangi bir n. kare sayiyi, Giggen sayilar cinsinden yazmak i¢in éncelikle
verilen kare sayinin mod 8’e gore kag oldugunu bilmemiz gerektiginden sirasiyla kaginci kare
sayinin mod 8’e gore hangi degeri aldigini gosteren asagidaki listeyi yazdik ve buradan bir
formil elde ettik.

Buna gore herhangi bir K, kare sayisi;
Ki=2'=1=1(mod 8) Ks=2°=1=1(mod 8)

Ko =22 =1=4(mod 8) Ke = 2°=1=4(mod 8)
Ks=23=1=1(mod 8) K;=27=1=1(mod 8)

K4 =2%=1=0(mod 8) Kg=28=1=0(mod 8)
n=1 veya 3(mod 4)ise, Kn=8.Upn-1)2 +1
n=2(mod 4) ise, Kn=32.Upn-2)4 +4
n=0(mod 4) ise, Kn =16.(Un/a +U(n-a)74)

esitlikleriyle ifade edilmektedir.
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VAN YUSUF GOKCENAY BILIM VE SANAT MERKEZi
BU BENIiM ESERIM ANKARA FINAL SERGISI 2015

PROJENIN ADI:ORUNTULERiI GENELLEME YONTEMLERI
PEOJEYIi HAZIRLAYAN:A.AKIN
PROJE DANISMANI:Pmar CALISKAN

PROJENIN AMACI:Genel terim denklemi 1.,2.,3,....,n. dereceden olan 6riintiilerin genel
formiiliinii hesaplamada bir yontem kesfettim ve bu yontemin Ortaokul ve Lise matematik

miifredatina eklenmesinin 6grencilere ¢ok faydali olacagini diigiindiim.

Oriintiiler konusu ilkdgretimden beri siirekli karsimiza ¢ikan bir konudur.Matematik evreni
anlamamiza yarayan bir aractir ve hemen hemen her yerde karsimiza ¢ikan evrendeki
olaylarin siralamasini herkesin anlayabilecegi bir dile ¢evirme yontemi olan Oriintiiler
konusunun iyi kavranilmas1 énemlidir. Oriintii konusunda genel terimi ve genel toplami
bulma konusu Tiirkiyede 6grenim goren d6grenciler ve matematik 6gretmenleri igin yapilan
arastirmalari incelendiginde ¢oziimiinde Oriintiiniin sayilar arasindaki iliskileri bulmak i¢in ,
Arastirmada 6grencilerin kullandiklar1 genelleme stratejileri; Par¢alarisayma veya modelleme,
Yinelemeli veya Eklemeli , Fark ile ¢arpma , Oranti, Tahmin ve Kontrol stratejileridir.
(Egitim ve Bilim 2012,cilt37 say1165)

Matematik 6gretmenlerinin ve arkadaglarimin oriintli ¢6zme yontemi iizerine yapilan
arastirmalarimda da ¢ogunlukla iliskileri tahminetme yontemine bagvuruldugu gézlemledim.
Ve farkettimki kimse bu konuda ¢ok iyiyim diyemiyor yani o soruyla kargilagsmadan onceki
ruh hali,kafadinginligi,bir soruyu ¢6zebilmemiz i¢in gerekli olan acik zihin ortamini olmasi
gerekiyor ki daha karisik iligkili olan Griintiilerin genel formiiliinii bulalim.Fakat siire
sinirlamasi olan 6nemli bir sinav ortaminda bu herzaman saglanamayabiliyor. Bu nedenle bu
degisken artan Oriintiilerin hepsini genellemek istedim.Ayricaprojeminin gerekliligini
desteklemek amaciyla oriintii sorular1 anketi hazirladim ve uyguladim sonuglar: eklerde
inceleyebilirsiniz. Denklemi 1.,2.,3,....,n. Dereceden olan oriintiilerin genel formiiliinii
hesaplamada bir yontem kesfettim ve bu yontemin Ortaokul ve Lise matematik miifredatina

eklenmesinin 6grencilere ¢ok faydali olacagini diistindiim.
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Yéntem:Oriintiiniin terimleri Y=Y1,Y2....,Yn de oriintiniinterimleri vedriintiiniin

terimleri arasindaki farklar

Y2-Y,YsYa....Yns1—Y ve f=f.f,.... f. olmak iizere

orlintiiniin farklarin1 adim adim incelemekle bagliyor.Taki farklar kaginci kez farkda
sabitleniyorsa o adim Oriintiiniin denkleminin kaginci dereceden oldugunu belirleyecek ve
ben oriintiiniin degerlerini(oriintiiniin (x,y)ikililerini denklemde yerine yazip denklemi

¢oziince ¢ikan denklemle oriintliniin genel formiiliine ulasacagim.

(")I’IIERZZ 3,9,19,33,.... kuralyla verilen oriintiiniin 15. Adim1 kactir?

3919 33
6 10 14 1.farklar
r 4 2. Farklar

Farklar 2.siradasabitlendi bu durumda denklem 2.dereceden bir bilinmeyenli yani

ax?+bx+c=y formundadur.

Simdi (x,y)=(1,3),(2,9),(3,19),(4,33) ikililerini denklemde yerine yazarsak
a+tb+c=3

4a+2b+c=9

9a+3b+c=19

16a+4b+c=33 denklem sistemleri ¢oziiliirse a=2,b=0 ve c=1 ve denklemde yerine yazilirsa

orlintliniin genel denklemi

2%2+1 bulunur ki buda ériintiiniin tiim terimlerini verir. Ve 15. Terim 2.15.15+1 =451olur.
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Sonuc:Bu bulgularimi genellestirirsem

X=X1,Xz,. . ..,Xn oriintii terimlerinin sira numarasi
Y=Y1,Y....,¥n de ériintiiniin terimleri ve
V2-Y1,Y5Ya. . .., ¥Yn+1-Yn=Fn farklar: diyelim

f:flfz,. . ..fn olmak iizere

Oriintiiniin farklarmin sabitlendigi sira numarasina goref,
f. ise ériintiiniin genel teriminin denklemi 8o + &:X=Y1

f, ise @y + X + AX2 =Y.

faisegenel teriminindenklemilyn = 8o + @&1X + QX2 + ... + @11 X" 1+8,X" seklinde
genellestirebiliriz.
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KURUM: iZMIT BILIM VE SANAT MERKEZI

Projenin Adi: LANE CAZ PAL SAYILARI

Hazirlayanlar: C. KILIC — Z. KAZAKLI

Damsman: DUYGU ALYESIL KABAKCI

Projenin Amaci: 0’dan farkli 3 rakami kullanarak yazilan 3 basamakli sayilarin toplami olan

4 basamakli sayilar1 bulacak formiil gelistirmek.

Giris : Matematikle ilgili sorular ¢6zerken aklimiza 0’dan farkli 3 rakami kullanarak yazilan
3 basamakl1 sayilarin toplami olan 4 basamakli sayilar nasil sayilardir? Bu sayilar1 bulacak bir

kural bulabilir miyiz? Sorular1 aklimiza geldi. Bu nedenle literatiir taramasi yaptik ve

arastirmaya basladik.

KULLANILAN RAKAMLAR FARKLIYSA :

Rakamlari toplami 6 olan sayilar i¢in: Toplam :1332

Rakamlar1 toplam1 7 olan sayilar i¢in: Toplam 1554

Rakamlar1 toplami 8 olan sayilar i¢in : Toplam 1776

Rakamlar1 toplami1 9 olan sayilar i¢in : Toplam 1998

Rakamlari toplami 10 olan sayilar i¢in : Toplam 2220 Ornegin;1-2-7,1-3-6 vb. ..
Rakamlar1 toplami 11 olan sayilar igin : Toplam 2442 Ornegin;1-2-8... vb...
Rakamlar1 toplami 12 olan sayilar i¢in : Toplam 2664 Ornegin;1-2-9... vb...
Rakamlar1 toplami 13 olan sayilar i¢in : Toplam 2886 Ornegin;1-3-9... vb...
Rakamlar1 toplami 14 olan sayilar i¢in : Toplam 3108 Ornegin;1-4-9... vb...
Rakamlar1 toplami 15 olan sayilar i¢in : Toplam 3330 Ornegin;1-5-9... vb...
Rakamlar1 toplam1 16 olan sayilar i¢in : Toplam 3552 Ornegin;1-6-9... vb...
Rakamlar1 toplami 17 olan sayilar i¢in : Toplam 3774 Ornegin;1-7-9... vb...
Rakamlar1 toplami 18 olan sayilar i¢in : Toplam 3996 Ornegin;1-8-9... vb...
Rakamlar1 toplami1 19 olan sayilar i¢in : Toplam 4218 Ornegin;2-8-9... vb...
Rakamlar1 toplami 20 olan sayilar i¢in : Toplam 4440 Ornegin;3-8-9... vb...
Rakamlar1 toplami1 21 olan sayilar i¢in : Toplam 4662 Ornegin;4-8-9... vb. ..
Rakamlar1 toplami1 22 olan sayilar i¢in : Toplam 4884 Ornegin;5-8-9... vb...
Rakamlar1 toplami1 23 olan sayilar i¢in : Toplam 5106 Ornegin;6-8-9... vb...
Rakamlar1 toplami 24 olan sayilar i¢in : Toplam 5328 Ornegin;7-8-9... vb...
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KULLANILAN RAKAMLARIN IKISI AYNIYSA:

Rakamlar1 toplami1 10 olan sayilar i¢in toplam : 1110 1-1-8... vb...
Rakamlar1 toplami 11 olan sayilar i¢in toplam : 1221 1-1-9... vb...
Rakamlar1 toplami 12 olan sayilar i¢in toplam : 1332 2-2-8...vb...
Rakamlar1 toplami 13 olan sayilar i¢in toplam : 1443 2-2-9...vb...
Rakamlar1 toplami1 14 olan sayilar i¢in toplam : 1554 2-6-6... vb...
Rakamlar1 toplami 15 olan sayilar i¢in toplam : 1665 3-6-6... vb...
Rakamlar1 toplami 16 olan sayilar i¢in toplam : 1776 2-7-7... vb...
Rakamlari toplami1 17 olan sayilar i¢in toplam : 1887 3-7-7... vb...
Rakamlar1 toplami1 18 olan sayilar i¢in toplam : 1998 2-8-8... vb...
Rakamlar1 toplami 19 olan sayilar i¢in toplam : 2109 3-8-8... vb...
Rakamlar1 toplami 20 olan sayilar i¢in toplam : 2220 6-6-8... vb...
Rakamlari toplami 21 olan sayilar i¢in toplam 2331 3 -9-9... vb...
Rakamlari toplami 22 olan sayilar i¢in toplam 2442 4-9-9... vb...
Rakamlar1 toplami 23 olan sayilar i¢in toplam 2553  5-9-9... vb...
Rakamlar1 toplami1 24 olan sayilar i¢in toplam 2664 6-9-9... vb...
Rakamlari toplami 25 olan sayilar i¢in toplam 2775  7-9-9...vb...

Rakamlar1 toplami 26 olan sayilar i¢in toplam 28868-9-9... vb...

Oldugu goriildii.

Herhangi bir saymin, bu sayilardan olup olmadigini bulacak formiiliimiiz su sekildedir.

Eger say1 “abbc” seklindeyse a+c < 10 ve “a+c =b” olmalidur.

Eger say1 “abcd” seklinde ise 15 > a+d > 10 olmalidir. Ve abcd 4 basamakli sayisinda,

ab iki basamakli bir say1 olmak iizere;
ab-a=ed
e+d=xc

b=c+1 kosulunu saglamalidir.
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ORNEK:
1554, 3 saymin yerlerinin degistirilmesi sonucu olusan 3 basamakli sayilarin toplami sonucu

mu olusmustur?

1+4<10 dolayistyla at+c=b islemini kullanarak (1+4=5) bu sekilde bir say1 oldugunu
buluyoruz.

Demek ki

ORNEK:

4218, 3 saymnin yerlerinin degistirilmesi sonucu olusan 3 basamakli sayilarin toplami sonucu

mu olusmustur?

4+8>10 dolayisiyla;

42-4=38

38’in 8’1 birler basamagindadir.

3+8=11

11°in 1’1 onlar basamaginda, bir fazlas1 yiizler basamagindadir. Bunun sonucunda 4218’in bu

sekilde bir say1 oldugunu anliyoruz.

Kullanilan Yontemler: Matematiksel ve mantiksal arastirma yontemi, Tiimevarim

yontemi.

Projenin Biitcesi: 10 TL (Kirtasiye malzemeleri)
Proje Calisma Takvimi: 1 EKim-31Ekim : Proje konusunun belirlenmesi
1 Kasim-30 Kasim: Projelerin uygulanmasi,Aragtirma yapilmasi
3 Aralik- 31 Aralik: Sonuglarin Degerlendirilmesi
2 Ocak- 25 Ocak : Proje Ozetinin yazimi
27- Ocak 3 Subat : Bagvuru yapilmasi

Projenin Sonucu: Bu projenin sonunda dik kenarlar1 Fibonacci dizisinin elemanlar1 olan dik
ticgenlerin Hipoteniislerini Pisagor bagintisi kullanilmadan bulacak bir formiil bulundu.
Boylece dik tiggenler ve Fibonacci dizileri arasinda bir bag kurularak matematik diinyasinda

kesif yapmis olundu.
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Proje No: 2014019739

Proje Adx: Izo iicgen Onerisi
Ili: KOCAELI

OKkulun Adi: IZMIT BILIM VE SANAT MERKEZI

Ogrenci Adi-Soyadi: H. A. KAYA
Damisman Ogretmen Adi-Soyadi: DUYGU ALYESIL KABAKCI

Projenin Amaci: Bu projede izometrik kagitta olusturulan ¢okgenlerin alanlarini eskenar
iicgen cinsinden ifade etmek ve dikdortgenlerin igindeki eskenar {iggen sayilarini kenarlarindan

yararlanarak bulacak formiil gelistirerek giinliik hayattaki kullanima uyarlamak amaglanmigtir.

Izometrik kagitlara farkli kenar uzunluklarinda (sirastyla) cokgenler ¢izdim. Farkli kenar
uzunlugundaki dikddrtgen, Diizgiin altigen, ikizkenar yamuk, eskenar dortgen vs.. sekillerinin
icerisinde olusan eskenar iicgen sayilarin1 buldum. Icbiikey ve disbiikey farkli cokgenlerin igerisindeki
eskenar ti¢cgenlerin sayilarini da hesapladim. Kenar sayilari, bir kenarindaki birim sayilari, i¢ ve dis
nokta sayilarini goéz Onilinde bulundurarak c¢okgenleri eskenar liggen cinsinden ifade edebilecek (
yarimlar tamamlanarak). formiiller buldum. Dikdortgen sekiller kullanildigi i¢in formiili
dikdortgenlere uyarladim. Bu projede bulunan formiiller sayesinde giinliik hayatta eskenar liggenlerle,

mozaik kaplamada ve motiflerle battaniye, canta (vb) yapmada gereksiz malzeme alimini da 6nlenmis

oldum.
m=Yatay kenarin noktalar arasi aralik sayis1 n=Dikey kenarin noktalar aras1 aralik sayisi
x=D1s nokta sayisi y=I¢ nokta say1s1 olmak iizere.
Olusturulan ¢cokgenlerdeki hesaplamalar sonucunda asagidaki sonuglara ulagtildr :
Cokgenlerin icerisindeki eskenar iicgen sayisi icin genel alan formiilii: x+2y-2
Cokgenlerin Kenar sayllarindan yararlanarak alamin eskenar iicgen cinsinden ifade
edilmesi:
Diizgiin altigen i¢in: 6.n.n Dikdortgen i¢in:
Ikizkenar yamuk igin: 3.n.n D1s nokta sayist formiilii:2.(m+n)
Eskenar dortgenin i¢in: 2.n.n I¢ nokta sayist: (m.n)+ (m-1).(n-1)
Eskenar tiggenin igin: n.n Eskenar iiggen sayisi: 4.m.n
Uggenin alan1: m.n kdk 3
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Bu durumda kenar araliklar1 yatayda 14, dikeyde 20 olan bir dikdoértgenin icerisindeki
Uggen kdse nokta (i¢ nokta) sayisi: (m.n)+ (m-1).(n-1)
14.20+13.19 = 280+247= 527 dir.

Dikdortgenin iizerindeki kose noktalarinin sayisi : 2.(m+n) (14+20) .2 =68

Icine sigacak eskenar iicgen sayis1 4.14.20 =1120 dir.

Kenar araliklari yatayda 10, dikeyde 12 olan bir dikdortgenin igerisindeki
Uggen kose nokta (i¢ nokta) saysi: 12.10+9.11=219

Dikdoértgenin tizerindeki kose noktalarinin sayisi : 2. 22=44

Icerisine sigacak eskenar iiggen sayis1 4.10.12 =480 olarak bulunur.

Buradan yola ¢ikarak yatayi yatayr 66, dikeyi 27
aralikli dikdortgensel bolge seklindeki bir mutfak duvarim
eskenar licgen seklindeki mozaik fayanslarla kaplamak

istersek (kenar uzunlugu dikey araliklara esit olmak lizere)

i gerekli mozaik tiggen sayis1 = 66.27.4= 7128 olarak
buluruz. Béylece gereksiz malzeme israfi yapmamis oluruz.
Bu duvarin  1/6 oraninda kiiciiltiilmiigii bir kaplamasini
[ o ' L gergeklestirdim.

Bunun i¢in Yatay 11, dikey 4,5 aralikli bir modelini olusturdum. Bu kaplama igin
4.11.4,5=198 adet mozaik gerekti. Tam bu sayida eskenar liggen keserek, bunlarla bir duvar kaplama

modeli yaptim.

Projenin Sonucu: Bu proje sayesinde izometrik kagitta olusturulan gokgenlerin alanlarim
eskenar licgen cinsinden ifade ettik, ayrica diger bazi ¢okgenlerin de igerisine sigacak eskenar iiggen
sayilarini, kenarlar1 yardimiyla hesapladik. Dikdortgenlerin igindeki eskenar tiiggen sayilarini
kenarlarindan yararlanarak bulacak formiil gelistirerek, giinliik hayattaki kullanima uyarladik. Boylece
giinlik hayatta eskenar {liggenlerle, mozaik kaplamada ve motiflerle battaniye, ¢anta (vb) yapmada
gereksiz malzeme alimini da Onlemis olacagiz. Ayni kenar uzunluguna sahip eskenar liggen

motifleriyle bir battaniye de yapilabilinir.
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KULLANILAN YONTEMLER: Matematiksel ve mantiksal arastirma yontemi
KAYNAKLAR

Pappas Theoni (2000) Yasayan Matematik Mavi Ada Yayinlari

www. projeokulu.net, earged.meb.gov.tr/bubenimeserim/

Ali Nesin “Matematik Canavar1” 2010

Wolfgang Blum “Neden Ve Nasil Matematik” Tudem

Giindiiz, S.(2004) “Matematik projeleri ve simif etkinlikleri” Toroslu kitapligi
Kjartan Poskitt (2011) “ Daha 6ldiiriicii Matematik™ Timag yayimlari

Serhan Biiyiikkececi (2013) “Catlak matematik oyunlar“Timag yayinlari

Lines, M. (1999) Bir Say1 Tut Tiibitak yayinlari
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OGRENCININ ADI SOYADI: P. GUL
DANISMAN:DUYGU ALYESIL KABAKCI
SINIF:9. SINIF

KURUM:IZMIT BILIM VE SANAT MERKEZi
PROJENIN ADI: TOPLAMSAL SAYILAR

PROJENIN OZETi

Problem : Toplamlar1 herhangi n basamakli bir dogal sayidan kii¢iik veya esit olan
say1 ¢iftlerinin sayisini1 bulacak formiil gelistirilerek giinliik hayat problemine uyarlanabilinir

mi?
Alt Problemler:

e Toplamlar1 Herhangi 2 basamakli bir dogal sayidan kiiciik olan 2 basamakli

say1 ¢iftleri nelerdir?

e Toplamlar1 Herhangi 3 basamakli bir dogal sayidan kiiclik olan 3 basamakli

say1 ¢iftleri nelerdir?

e Toplamlar1 Herhangi n basamakli bir dogal sayidan kii¢iik olan n basamakli

say1 ciftleri nelerdir?

e Toplamlar1 Herhangi 2 basamakli bir dogal sayidan kiigiik olan say1 ¢iftleri

nelerdir?
e Toplar1 herhangi bir n basamakli dogal sayiya esit olan say1 ¢iftleri nelerdir?

¢ Bir dogru pargasini iki parcaya kag farkli sekilde bolebilecegimiz problemine

buldugum formiilden yararlanarak ¢6ziim getirire bilir miyim?

Amag : Toplamlar1 Herhangi n basamakli bir dogal sayidan kii¢iik veya esit olan say1

ciftlerinin sayisini bulacak formiil gelistirme ve giinliik hayat problemine uyarlama.
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Yontem :

Arastirmaya baslamadan Once literatiir taramasi yaptim ve daha Once boyle bir
aragtirmanin yapilmadigimi goérdiim. Tiime varim yontemiyle toplamlari sirasiyla 20 21...99
dan kiigiik olan iki basamakli say1 ¢iftleri ni buldum.(Yani toplam1 ab den kiigiik olan iki

basamakli sayi1 ciftleri) Daha sonra toplamlari ABC {i¢ basamakli sayisindan kiigiik
olan ii¢ basamakli say1 ¢iftlerini bularak verileri tabloda birlestirdim. Ve n basamakli bir

sayidan kii¢iik olan n basamakli say1 ¢iftlerini bulacak formiilii olugturdum.

Daha sonra 20 den 21 den ...99 dan kii¢iik olan ve esit olan say1 ¢iftlerini ayr1 ayri
hesapladim.(Yani toplamlar1 bir ab sayisindan kiigiik olan ve esit sayi ciftleri).

Ve bunlarin sayilarini bularak tablo haline getirdim. Bu sayilarin belli bir kurala gore
gittigini fark ettim ve her biri i¢in ayr1 ayr1 formiiller buldum. Bu formiilden yola ¢ikarak bir
dogru parcasini iki pargaya kag sekilde bolebilecegimiz ve birbirinin kati olacak sekilde kac
pargaya ayirabilecegimiz sorularina yanit aradim. Bu dogru parcalarini ii¢ parcaya nasil
bolecegimiz sorusuna formiilimle yanit aradim. Ayrica bu dogru parcalarini bir pargasi
herhangi bir m uzunlugu olacak sekilde kag¢ farkli pargaya ayirabiliriz sorusunun da yanitini

formiilize ettim.

BULGULAR:

Formiiller su sekildedir :

Toplamlan: iki basamakh bir AB sayisindan kiiciik olan say1 ciftleri

FORMUL

e [55717)
Cift ise: 5 17

ab-1Y°
2

Tek ise: (

Toplam ab den Kiigiik olan sayi ciftlerinden icinde m sayisi olan ab-m -1 kadar sayi

cifti vardir.

Toplamlar: Iki Basamakli ab sayisina esit olan sayi ciftleri.
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FORMUL

Cift ise L@J | Tek ise [ab _1J
2 2

Toplamlar1 ki Basamakh Bir ab Sayisindan Kiiciik Olan fki Basamakh Say:
Ciftleri

(ab-20)(ab-18) /4 tane ab tek ise (ab-19).(ab-19) /4

Icinde m olan sayi ciftleri

ab-m-10

Toplamlari ii¢c basamakl bir ABC sayisindan kiiciik olan U¢ basamakh sayi ciftleri

FORMUL
(ABC-200)(ABC-198)/4----CIFT ISE

(ABC-199) (ABC-199)/4----TEK ISE

Toplamlan: iki Basamakh ab sayisina esit olan sayi ciftleri.

Cift ise L@J Tek ise {ab _lJ
2 2

Toplamlar: Iki Basamakli ab sayisina esit olan iki basmakh sayi ciftleri.

Cift ise Labglgj Tek ise (abglgj

GENEL FORMUL:

Toplamlar1 n basamakli bir ABCD....N sayisindan kiiclik olan say ¢iftleri ¢iftleri i¢in
formiil:

(ABCD....N-19999..9)/4 (n basamakli) TEK ISE
(ABCD....N-19999...8)/4 (n basamakl1) CIFT ISE

Bu formiillere 6rnek vermek gerekirse;

Ornek: Toplamlar 48 sayisindan kiiciik olan iki basamakli kac farkli sayr ¢ifti
vardir?

48 ¢ift say1 oldugundan, (ab-20)(ab-18) /4 formiiliinden, (48-20)(48-18)/4=140 tane
say1 ¢ifti vardir.

242




Ornek: Toplamlar1 3253 sayisindan kiigiik olan dort basamakli farkli say1 cifti
vardir?

1253 tek say1 oldugundan, (ABCD-1999)? /4 formiiliinden ( 3253-1999)%/4=393129
Ornek :223 sayisindan kiigiik olan ti¢ basamakli ka¢ farkli say1 ¢ifti vardir?
(223-199)%/4=144

Bu formiillerden yola ¢ikarak iki basamakli sayilar i¢in ayrintili inceleme yaptim. ve
bir ab sayisindan kii¢iik olan esit olan tiim say1 ikililerini hesapladim .Bu sayilarin bir kurala
gore gittigini buldum ve kag¢ tane olduklarini bulacak formiil gelistirdi .Bu formiiliin hangi
giinliik hayat problemine ¢6ziim getirdigini diisiindiim .Ve bir ¢ubugun iki parcaya kac¢ farkl
sekilde bdliinecegini veya bir miktar parayr iki ¢ocuga kac sekilde dagitilacagr vb.
problemlerine ¢oziim getirecegini fark ettim ve buradan yola ¢ikarak olusturdugum
problemlere kendi formiiliimle ¢6ziim getirdim.

Ornegin;45 cm uzunlugundaki bir cubugu kag farkli sekilde iki farkli parcaya
bolebiliriz?

Sorusunun cevabi i¢in asagida buldugum formiilden yararlaniriz.

Tek ise (

L45—19J _13
2

Olarak buluruz. Yani 13 farkli kesim olabilir

ab—19J

Bagka bir 6rnek vermek gerekirse ;

> 128TI para iki c¢ocuk arasinda kag¢ farkli sekilde paylastirilabilir?
Sorusunun yanit1 i¢in:

128-18

(ab—18

J formiiliinden yararlanarak[ J =55 farkli dagitim olabilir.

ORNEK: Toplamlari 98 sayisina esit kag say1 ¢ifti vardi
98/2 =49
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Ornek: 58cm uzunlugundaki bir gubugu ii¢ parcaya kag farkli sekilde ayirabiliriz?

Parcalardan biri 15 cm uzunlugunda olan kag farkli kesim vardir?

ab-2)\(ab 58-2)(58
58 cift say1r oldugundan | = —— || = [=812farkli kesim

2 2 2 2

yapilir. Bunlardan;

ab-m-1 58-15-1=32 tanesi 15cm lik parga igerir

Sonu¢ Ve Tartisma:

Sonug olarak Toplamlar1 herhangi n basamaklh bir dogal sayidan kiiciik veya esit
olan sayi ciftlerinin sayisini1 bulacak formiil gelistirmis oldum. AyricaToplamlar1 herhangi
2 basamakli bir dogal sayidan kiiciik olan 2 basamakli say1 giftleri ,toplamlar1 herhangi 3
basamakli bir dogal sayidan kiiciikk olan 3 basamakli say1 ciftleri ,toplamlart herhangi n
basamakli bir dogal sayidan kiigiik olan n basamakli say1 ciftleri ,toplamlar1 herhangi 2

basamakli bir dogal sayidan kiiciik olan sayi ¢iftleri ve toplar1 herhangi bir n basamakli dogal

saytya esit olan sayi ¢iftleri sayilarini bulacak formiilleri de bulmus oldum.

Ve bu kurallar1 giinliik hayat problemlerine uyarlayarak farkli problemlere ¢6ziim

Onerileri getirmis oldum

Bu proje toplamlar1 herhangi n basamakli dogal sayidan biiyiik olan n basamakli say1
ikilileri i¢inde arastirilabilinir.

Kaynakea:

Yrd.Dog.Dr.Ozdemir .M “’Sayilar Teorisi” altin nokta 2013

Wolfgang Blum “Neden Ve Nasil Matematik™ Tudem

Lines, M. (1999) “Bir Say1 Tut” Tiibitak Yayinlar

Theoni, P. (2000) “Yasayan Matematik” Mavi Ada Yayinlari

Nesin, A. (2010) “Matematik Canavar’” Blum, W. (2005) “Neden Ve Nasil
Matematik” Tudem

Hangerliogullari, A. , Alan, F. , Ozbek, A. (1992) “Universiteye Hazirhk Liseye
Yardimc1 Matematik Seti “ Tiimay Yayinlar

Akmaner, K. , Tanridver, N. (1993) “Liseler Icin Matematik 4” Yildirim Yayinlar:

Anahtar kavramlar: Say ikilileri,diziler,
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VAN YUSUF GOKCENAY BILIM VE SANAT MERKEZI

BU BENIM ESERIM VAN BOLGE SERGISI 2015
PROJENIN ADI: ARDISIK KENARLI KARELERIN UCGENLERININ
INCELENMESI VE SONUCLARIN GENELLENMESI

PROJENIN AMACI:Kenar uzunluklari ardisik olarak verilmis kareler arasinda
olusan tiggenleri uzunluk ve alan bakimindan incelemek.

PROJENIN HEDEFI:

1-) Olusan iiggenlerin yiikseklikleri arasinda bir 6riintii bulmak.

2-) Olusan iiggenlerin hipotenis uzunluklar: arasinda bir 6riinti bulmak.
3-) Olusan iiggenlerin alanlari arasinda bir 6riinti bulmak.

4—‘) Genel formiillere ulasmak.

GIRIS:

Projemde, kenar uzunluklari ardigik olarak artan kareleri kullanarak, bu kareler
arasinda kalan iiggenler arasinda bir takim ériintiler bulmaya galistim. x herhangi
bir reel sayi olmak lizere kenar uzunluklari x, 2x, 3x, ...,nx seklinde olan kareleri,
her bir kareyi diger kareye bitisik olacak sekilde yerlestirdim. Daha sonra ilk
karenin alt kosesini bir sonraki karenin st kosesi ile birlestirdim. Diger
karelerde de benzer sekilde islem yaptim. Ortaya gikan liggenlerin yiikseklikleri,
hipoteniis uzunluklari ve alanlari arasinda bir takim ériintiiler buldum. Bu
oriintileri genellestirdim.Kenar uzunluklar: x, 2x, 3x, ... , nx olan tiggenler igin

yikseklikleri: y1, y2,y, ... ,yn, hipotenis uzunluklarini: hy, hz, hs, ..., ha, alanlare: A,
A2, As,An olarak isimlendirdim.

SONUCLAR
X bir reel sayi olmak iizere, kenar uzunluklar x, 2x, 3x, ..., nx olan liggenler
igin
. o Lo n.(n+1).x
1-)n. nin yiksekligi: y, = ————
)n. tiggenin yiiksekligi: y, i1
_(5n+6n+ 2).\/&

2-)n. hipoteniisiin uzunluguh, =
2n+1

(nx)%.(n+1)
an+2

PROJEYI HAZIRLAYAN: H. YAHYATUNCTURK
PROJE DANISMANTI: Pinar CALISKAN

3-)n. licgenin alant: A =
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ETWINNING

eTwinning, Avrupa’daki okullar i¢in olusturulmus bir topluluktur.

lletisim kurmak, isbirligi yapmak, projeler gelistirmek, paylasmak; kisacasi
Avrupa’daki en heyecan verici 6grenme toplulugunu hissetmek ve bu toplulugun bir pargasi
olmak i¢in, Avrupa iilkelerindeki katilimci okullardan birinde ¢alisan personele (68retmenler,
miidiirler, kiitiiphaneciler v.b.) yonelik bir platform sunmaktadir.

eTwinning, Bilgi ve Iletisim Teknolojilerinin kullanimi vasitasiyla gerekli destek,
araclar ve hizmetleri saglayarak okullarin herhangi bir konuda kisa ve uzun vadeli ortakliklar
kurmasini kolaylastirarak Avrupa'da okul isbirligini tesvik etmektedir.

2005 yilinda Avrupa Komisyonunun e-0grenme Programinin ana hareketi olarak
baslatilan eTwinning, 2007 yilindan bu yana Yasam Boyu 6grenme Programina siki bir sekilde
entegre edilmistir. Merkezi Destek Servisi, Avrupa'daki okullar, 6gretmenler ve 6grenciler i¢in
egitimi gelistiren 33 Avrupa Egitim Bakanliginin uluslararasi isbirliginden olusan European
Schoolnet tarafindan yonetilmektedir. Ayrica eTwinning ulusal diizeyde 35 Ulusal Destek
Servisi tarafindan desteklenmektedir.

Ulkemiz eTwinning'e 2009 yilinda dahil olmustur. eTwinning Tiirkiye Ulusal Destek
Servisi, Milli Egitim Bakanlig1 Yenilik ve Egitim Teknolojileri Genel Miidiirliigii biinyesinde
faaliyet gostermektedir. Ulkemizde 24.000'den fazla okuldan, 40.000'den fazla kullanici portala
kayitlidir ve su ana kadar 7600'den fazla projeye katilmiglardir.

Etwinning 6gretmenlere

1. Avrupaiilkelerinde gerceklesen egitim uygulamalar1 hakkinda fikir sahibi olma,

2. Yabanci dil pratigini gelistirme,

3. Bilisim teknolojilerini derslerinde etkin bicimde kullanabilme,

4.  Derslerini 6grencilerin daha fazla motive olmasini saglayarak, daha eglenceli
hale getirebilme,

5. Mesleki agidan kendini gelistirebilme.

Imkani saglarken dgrencilere ise asagida belirtilen olanaklar1 saglamaktadir. :

1.  Derse daha fazla motive olma,

Baska iilkelerden akranlari ile iletisim kurarak, farkl kiiltiirleri tanima,

2

3. Yabanci dilde iletisim kurabilme,

4 Web teknolojilerinin egitim amaciyla da kullanabilecegini fark etme,
5

Projede yer aldig1 icin derslere daha etkin katilma.
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Bir eTwinning projesi yapabilmek i¢in eTwinning’e kayit olmaniz gerekir.
Anaokulundan, Ortaggretim sonuna kadar, hem devlet okullarinda hem de 6zel okullarda

gorev yapan tiim 0gretmen ve idareciler eTwinning’e kayit olabilirler.

eTwinning projeleri en az iki farkli liye tilkeden 6gretmen ile baslatabilir. Bu yiizden
proje baslatmak i¢in mutlaka ortak bulmaniz gerekli. Eger var olan bir projeye dahil
olacaksaniz da, proje yoneticilerinin oncelikle sizi baglanti listelerine eklemeleri

gerekmektedir.

eTwinning’de yer alan Avrupa Ulkelerinden her hangi biri ile proje baslatabilirsiniz.
eTwinning projelerinde resmi olarak her hangi bir zaman siirlamasi yoktur. Yilin her hangi
bir zamaninda baglatilabilirler. Siireleri genellikle 6 ay ila 1 y1l arasidir, ancak igerige gore

daha uzun ya da kisa olarak planlanabilirler.

eTwinning projelerini yiirlitme siirecinde ortaklar arasi iletisimin ve igbirliginin gii¢lii
olmasi1 son derece dnemlidir. Yapilacak etkinliklerin, birlikte planlanmasi ve birlikte

uygulanilmasi gerekir.
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ETWINNING PROJECT: THE ARTISTIC LANGUAGE OF MATH
(Burdur Bilsem etwinning Projesi Genel Bilgi)

The Artistic Language of Maths etwinning projesi Portekiz ve Tiirkiye (Burdur Bilim
ve Sanat Merkezi) ortakliginda 3 6gretmen ve 54 6grenci olmak iizere toplamda 57 kisi ile
yuriitilmiistir. Projede 1)CARICA-MA-TURE ,2) MELODY-MATHS, 3)T-MATHS
temalarinda ortak {ilke katilimcilart ile ¢esitli etkinlikler yaparak dgrencilerin matematik ile
cesitli sanat dallar1 arasinda disiplinler arast bir iliski kurmasi amaglanmaktadir. Boylece
matematik dersine karsi olumsuz tutumlarin1 degistirmek, giinliik hayatta matematigin farkli
sekillerde kullanim alanlarinin oldugunu fark ettirmek, matematikle ugrasirken eglenmeyi ayni
zamanda farkli matematiksel anlatim yollar1 kesfetmek hedeflenmistir.

Her biri yaklasik 1,5 ayda tamamlanmaya yonelik olarak planlanan temalara gegmeden
once tanigma etkinliklerin yapilmasi planlanmigtir. Ardindan 1)CARICA-MA-TURE temasiyla
Ogrencilerin matematik ile sanat dallarindan resim arasinda iliski kurarak belirledikleri
matematik konularini ¢izerek ve ayni zamanda ¢izimlerinde mizahi unsurlar1 kullanarak farkl
bir matematiksel anlati yolu gelistirmeleri beklenmistir. 2) MELODY-MATHS temasiyla
ogrencilerden atik maddeleri matematiksel yorumlayarak sanat dallarindan miizik ile
iliskilendirerek miizik enstriimanlari tasarlamalar1 beklenmistir. 3)T-MATHS temasiyla da
ogrencilerden matematiksel ifadeleri kullanarak, gilinliik hayatta matematigi farkli acidan
kullanmalarin1 amaglanmistir. Bu dogrultuda matematiksel 6gretiler igeren tisortler 6grenciler
tarafindan tasarlanarak, ortak tlke Ogrencileri ile karsilikli olarak hediye edilmesi
hedeflenmistir.

Proje siirecinde amaca uygun olarak cesitli web araglari Ogrencilerle birlikte
(Skpe,Youtube,Vimeo,Kioza,Gosoapbox,Padlet, Word,Powerpoint, MovieMaker,Prezi,Caleme
o,Powtoon...) kullanilmigtir. Okullar arasindaki iletisim etwinning platformu, e posta, Skpe,
Viber araciligiyla gergeklestirilmistir.

Gergeklestirilen bu etwninning projesi sonucunda hazirlanan anket verilerine gore
ogrencilerin %68 bu projede yer almaktan ¢ok mutlu oldugunu,%76 bu projenin beklentilerinin
karsiladigini, %68 yeni arkadas edinmelerini sagladigini, %74 Ingilizce 6grenmelerine
yardimci oldugunu, %87’si her 6grencinin bu tarz projelere katilmasi gerektigini diislindiigiinii,
%388 bu projenin yetenekleri gelistirme firsat1 verdigini belirterek yine cogunlugu (%70) tekrar
bu tarz projelerde yer almak istediklerini belirtmislerdir.

Bu anlamda projenin amaglarina ulastigini, gesitli etkinlikler yaparak ogrencilerin
matematik ile cesitli sanat dallar1 arasinda disiplinler arasi bir iligski kurabildigi, matematik
dersine kars1 daha olumlu bir bakis agisina sahip oldugu, giinliik hayatta matematigin farkl
sekillerde kullanim alanlarinin oldugunu fark ettigi, matematikle ugrasirken eglendiklerini aym
zamanda farkli matematiksel anlatim yollar1 kesfettikleri goriilmiistiir. Matematiksel
kavramlart farkli yollarla somutlastirmalarina ve anlamlandirmalarina yardimci olmustur.
Bunun yani sira projede dgrenciler Ingilizce kullanabilme imkani bularak yabanci dillerini
gelistirme olanagi bulmustur. Farkli iilkelerden farkli kiiltiirlerden arkadaslik edinmelerine,
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farkl1 kiiltiirleri tanimalarina olanak saglamistir. Ayrica bu projenin en giizel yanlarindan biri
ise birbirlerine karpostal ve tisort gondererek bu projeden kendilerine kalici, unutulmaz bir
hatira kalmistir ve giizel dostluklar kurulmasmi saglayan bir adim atilmigtir. Ogretmenler
acisindan da bu proje disiplinler arasi ¢alisma disiplini kazandirarak, kisisel ve mesleki
gelisimine katki saglamstir.

Yapilan tiim ¢aligmalar sonucunda da ilimizde gerceklestirilen 10. Etwinning kutlama
programinda projemizi hem sunum yaparak hem de faaliyetlerimizi sergileyerek tanitma
imkani elde ettik. Sonrasinda projemiz ilk biiyiik basarisin1 Ulusal Kalite etiketi alarak elde etti.
Ardindan basarisini taglandirarak Avrupa Kalite Etiketi aldi. Yaptigimiz proje ¢alismalarinin
MEB Ulusal Destek Servisi tarafindan begenilmesi sonucunda proje koordinatorii Matematik
ogretmeni Ayse SIMSEK Polonyo’da diizenlenen Professional Development Workshop’una
gonderildi.

European Quality Label

\ ayse simsek Burdur Bilim ve Sanat Merkezi, Turkiye

Proje igin:

THE ARTISTIC LANGUAGE OF
MATHS

- 29.10.2015

#i‘;i; L S

Mehmet Fatih DOGER
Ulusal Destek Servisi
Tarkiye

? &
- Twm’n ing v”

Marc Durando
Merkezi Destek Hizmeti
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Proje 6zet:

The Artistic Language of Maths etwinning projesi Portekiz ve Tirkiye ortakliginda 3 6gretmen ve 54
Ogrenci olmak Uzere toplamda 57 kisi ile ylirGtilmistir. Projede 1)CARICA-MA-TURE ,2) MELODY-
MATHS, 3)T-MATHS temalarinda ortak Ulke katihmcilari ile cesitli etkinlikler yaparak 6grencilerin
matematik ile gesitli sanat dallari arasinda disiplinler arasi bir iliski kurmasi amaglanmaktadir. Boylece
matematik dersine karsi olumsuz tutumlarini degistirmek, giinlik hayatta matematigin farklh sekillerde
kullanim alanlarinin oldugunu fark ettirmek, matematikle ugrasirken eglenmeyi ayni zamanda farkli
matematiksel anlatim yollari kesfetmek hedeflenmistir.

Her biri yaklasik 1,5 ayda tamamlanmaya yonelik olan planlanan temalara gegmeden 6nce tanisma
etkinliklerin yapilmasi planlanmistir. Ardindan 1)CARICA-MA-TURE temasiyla 6grencilerin matematik
ile sanat dallarindan resim arasinda iliski kurarak belirledikleri matematik konularini gizerek ve ayni
zamanda c¢izimlerinde mizahi unsurlari kullanarak farkli bir matematiksel anlati yolu gelistirmeleri
beklenmistir. 2) MELODY-MATHS temasiyla ise 06grencilerden atik maddeleri matematiksel
yorumlayarak sanat dallarindan mazik ile iliskilendirerek muizik enstrimanlari tasarlamalari
planlanmistir. 3)T-MATHS temaslyla da o6grencilerden matematiksel ifadeleri kullanarak, ginlik
hayatta matematigi farkl agidan kullanmalarini amaglanmistir. Ardindan hazirlanan tisortler ortak tlke
ogrencileri ile karsilikli olarak hediye edilmesi hedeflenmistir.

Egitimde yenilikcilik ve yaraticilik:

Ogrencilerimiz iki ortak ilke arasinda &ncelikle canli baglanti kurularak bireysel olarak kendilerini
tanittilar.Ardindan projeye tim 6gretmenler,idareciler ve diger calisanlar (memur, hizmetli ) da dabhil
edilerek grup ¢alismasi ile okul tanitim videosu gekildi. Sonra se¢im yapilarak her (lke kendi ilk (g
logosunu belirledi.Bu 6 logo arasindan bir anket programi yardimiyla tekrar iki Glke arasinda oylama
yapildi. Sonucunda birinci olan logo kurumuzdan segildi.Canli baglanti kurularak bu 6grenciye 6ddl
verildi.

1)CARICA-MA-TURE temasinda 6grenciler bireysel olarak 6grendikleri matematiksel kavramlari ¢izim
yoluyla ve mizahi unsurlari da karatarak ifade ettiler.Etkinlikte Resim, Tirkce ve Ingilizce
ogretmenlerimizden de destek alarak geceklestirilen calismalar ile online karikatiir dergisi
olusturulmustur.Ayrica kurumlar arasinda diger Ulke 6grencilerin hazirlamis oldugu karikatirler
arasinda oylama yapilarak karsilikli olarak en iyi ilk g karikatiir belirlenmistir.

2) MELODY-MATHS temasinda Ogrenciler arastirma yontemiyle cesitli mizik entriimanlarini
inceleyerek, enstimanlardaki matematiksel unsurlari arastirdilar.Muizik 6gretmeninin de destegi ile bu
alanda cesitli deneyler, incelemeler ve arastirmalar yaptilar.Bireysel veya grupla atik maddelerden
cesitli mizik enstrimanlari gelistirdiler ve enstriimanlarini matematiksel yorumladilar. Sergi agilarak
velilere, diger 6grencilere tanitim yaptilar ve oylama ile en iyi ilk {i¢ enstriimani segtiler.

3)T-MATHS temasinda A4 kagidina proje taslaklarini gizdiler.Cizimlerini tisértlere bastirdilar. Ulkelerini
tanitan karpostallara kendileri ifade eden yazilar yazarak eslestikleri diger ortak (ke 6grencisine
hazirlamis olduklari tisértl posta yoluyla gonderdiler.
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Ogretim programi ile biitlinlesme

Turkiye Matematik Ogretim Programi bilgi ve iletisim teknolojilerinin matematik 6grenimi ve
o0gretiminde etkin olarak kullaniimasini tesvik etmektedir. Kavramlarin farkli temsil bigimlerinin ve
bunlar arasindaki iliskilerin gorilmesini mimkin kilan ve 06grencilerin matematiksel iliskileri
kesfetmesine olanak saglayan bilgi ve iletisim teknolojilerinden faydalanilmasi vurgulanmaktadir.
Bizde c¢alismamizda bu amaca uygun olarak cgesitli web araglarini 6grencilerimizle birlikte proje
sirecinde (Skpe,Youtube,Vimeo,Padlet,Word,Powerpoint,Movie Maker,Prezi,Calemeo,Powtoon...)
kullanmaya galistik.

Ayrica Ogretim programinda Ogrencilerin arastirma —sorgulama yapabilecekleri, iletisim
kurabilecekleri, elestirel duslinebilecekleri, fikirlerini paylasabilecekleri ortamlar olusturulmasi
Gzerinde durulmaktadir. Karikatiir, mazik enstirami, tisort hazirlama faaliyetlerini gerceklestirirken bu
dogrultuda 6grenciler matematiksel kavramlar Gzerinde gesitli arastirmalar yaparak, konu (zeride
elestirel disunerek, var olan ifade bigimlerinden yola ¢ikarak kendi 6zgiin ve yaratici stratejiler
gelistirmeye yonlendirilmislerdir. Sinif icerisinde tartisma ortamlari yaratilarak ve ortaklar arasinda
cesitli iletisim yollari kullanilarak fikirlerini paylasabilecekleri baglantilar kurmalari saglanmistir.

Etkinlikler program dogrultusunda 6grencileri matematik bilgileriyle iletisim kurmaya tesvik ederken,
somut deneyimler yardimiyla matematiksel anlamlar olusturmalarina, matematik bilgileri ile iletisim
kurmaya tesvik etmektedir. Karikatiir, mizik enstiirami, tisort hazirlama etkinlikleri ile 6grenciler soyut
matematiksel kavramlari farkl anlatim yollari gelistirerek matematiksel anlamlar olusturmustur. Ayrica
O0gretmen ve 6grenciler arasinda kurum igi ve kurumlar arasi matematik bilgileri ile iletisim kurmaya
tesvik edilmistir. Bu agidan da bu proje 6gretim programimiz amaclarina uygun olarak yapilandirilmistir
ve yapilan etkinlikler amaca hizmet etmektedir.

Ortak okullar arasindaki iletisim

Okullar arasindaki iletisim etwinning platformu, e posta, Skpe, Viber araciligiyla gerceklestirilmistir.
Ogrenciler etwinning platformunda forum, chat, mesaj 6zelliklerini kullanarak kendilerini tanitma ve
birbirlerini daha yakindan tanimak icin iletisime ge¢mislerdir. Bunun yani sira projenin basinda Skpe
programi ile canli baglanti kurularak 6grencilerin kendilerini tanittigi “tanisma etkinligi”
gerceklestirilmistir. Ayrica yine Skpe programi ile canli baglanti kurularak logo yarismasi sonucu
actklanmis ve 6dil toreni gerceklestirilmistir. Boylece 6grenciler birliktelik duygusu icerisinde etkilesim
kurarak ayni ortamda bir arada ortak paylasimlar yasama imkani elde etmislerdir. T-Maths etkinliginde
de 6grenciler ortak Ulkeler arasinda random yontemiyle eslestirildikleri arkadaslarina kendi tlkelerini,
sehirlerini yansitan karpostallara, proje ve kendileri ile ilgili duygu dusincelerini ifade ederek
hazirladiklari tisortleri hediye etmistir. Boylece iki tlke arasinda dostluk baglari kurmuslardir. Kiltirel
bir etkinlik olmasi adina baglanti kurularak, Portekizli 6grenciler Tiurk 6grencilere Portekiz’deki Noel
kutlamalari ile ilgili bilgi vermislerdir.

Ogretmenler ise bu siirecte twinspace de yer alan proje giinligi ve 6gretmen biilteni sayfalarindan
proje surecini, yaptiklari faaliyetlerle ilgili duyurulari paylamislardir. Bunun yani sira eposta, Skpe ve
Viber gibi gesitli yollarla iletisime gecerek etkinlikleri planlamislardir, her anlamda birbirleri ile goris
alis verisinde bulunmuslardir. Proje slresinde birbirleri destekleyici, gelistirici bir ortaklik
sirdirmdasleridir.
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Partner okullar arasinda isbirligi

Ortak okullar arasinda isbirligi daha 6nce gergeklestirilen etwinning proje yoluyla ortaklarin tekrar bir
araya gelmesi ile tekrar kurulmustur.Ortaklar arasinda belirlenen 3 tema dogrultusundada Tirk
ortaklar projenin kuruculugunu Ustlenmistir.Projenin logosunun belirlenmesi Tirk ortaklar tarafindan
ortaya atilmigtir. Tirk Matematik ve Bilgisayar 6gretmeni birlikte bir anket hazirlama programi
yardimiyla logo yarismasi icin anket olusturmustur.Bu anketle oylama gerceklestirilmistir.

Kiltirel bir etkinlik paylasmak adina da Portekizli grup tarafindan Tirk 6grencilere Portekiz Noel
Kutlamalari hakkinda bilgi verdikleri bir Skpe baglantisi gerceklestirilmistir.

CARICA-MA-TURE etkinliginde hazirlanan ¢alismalarla bir dergi olusturulmasi fikri Portekizli Matematik
O0gretmeni tarafindan Calameo programi yardimiyla e dergi seklinde olmasi yoniindeki fikriyle
gelistirildi.Tlirk Matematik 6gretmeni de ortaklar arasinda diger tlke 6grencilerinin hazirlamis oldugu
karikatulrler arasindan karsilikli olarak en iyi ilk Gi¢ karikatlirt belirlemesi dlisiincesini ortaya atmistir.

MELODY-MATHS temasinda ise ortaklar fikir alisverisinde bulunarak matematik-mizik iliskisini
yansitan entriimanlar tasarlanmistir. Tirk Matematik 6gretmeni tarafindan ise hazirlanan materyaller
sergi acilarak veli,diger 6grenciler ve 6gretmenlerle paylasiimis ve sergiye katilanlar tarafindan bir
oylama yapilarak matematik-mizik iliskisini yansitan en iyi ilk i¢ enstriiman tasarimi belirlenmistir.T-
MATHS temasinda ise ortak kurumlar arasinda kurulan iletisimler dogrultusunda calismalar
gerceklestirilmistir.

Turk ingilizce 6gretmeni bir anket programi yardimiyla ortak olarak belirlenen sorulari kullanarak
etwinning etkinliginin kazanimlarini degerlendirmek amaciyla anket hazirlamistir.Bu degerlendirme
sonuglari yine Tark ortaklar tarafindan sunum hazirlanarak paylasiimistir.

Teknoloji kullanimi

Proje de gesitli Web 2 Tools araglarinin kullanilmasina da hassasiyet gosterilmistir ve bu kapsamda:

-Skpe programi 6grencilerin birbirini daha yakindan tanimasi, Portekiz Noel kutlamalarinin paylasimi
ve logo yarismasinin sonuglarinin agiklanmasi etkinliklerinde 6grencilerin de izin vermeleri ve gonilli
olarak katilmak istemelerine bagh olarak canli baglanti kurularak etkinliklerin yapilmasinda
kullanilmistir.

- Surveey.com, online anket sistemi yardimiyla olusturulan anket formu ile en iyi logo segimi
gerceklestirilmistir.

-Youtube, Vimeo, Dailmotion programlari hazirlanan videolari paylasmak igin kullaniimistir.
-Calameo programi her iki tlke tarafindan e-karikatir dergisi olusturulmasinda yararlaniimistir.

-Prezi programindan Melody-Math etkinliginde ¢ercevesinde gerceklestirilen sergide yapilan oylama
sonuglarini paylasmak icin yararlaniimistir.

-Powtoon programindan ise T-math etkinliginin gerceklestiriime asamalarini paylasmak igin
kullanilmistir.
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-Padlet programi 6grencilerden izin alinarak projede yer alan 6grencileri tanitmak ve proje takvimini
belirtmek ve veli izin formunu paylasmak icin kullaniimistir.

-Kioza programi Portekizli grubun logo yarismasi sonuglarini ve tisort etkinligi siirecini paylagmak igin
kullanmislardir.

-MovieMaker video diizenlemeleri igin kullanilmistir.

-Word programi bilgi, icerik paylasiminda; Power Point ise sunum yapmada kullanilan Office
programlaridir.

-Gosoapbox anket programi ile de gerceklestirilen etwninnig projesinin 6grenciler tarafindan
degerlendirilmesine yonelik anket hazirlanmistir.

-Yapilan etkinlikler Burdur etwinning facebook sayfasindan da yayinlanmis ve il genelinde yapilan
etkinlikler paylasiimistir.

Sonug¢

Gergeklestirilen bu etwninning projesi sonucunda hazirlanan anket verilerine gore 6grencilerin %68 bu
projede yer almaktan ¢ok mutlu oldugunu,%76 bu projenin beklentilerinin karsiladigini, %68 yeni
arkadas edinmelerini sagladigini, %74 ingilizce 6grenmelerine yardimci oldugunu, %87’si  her
Ogrencinin bu tarz projelere katilmasi gerektigini dlistiindigiini, %88 bu projenin yetenekleri gelistirme
firsati verdigini belirterek yine ¢ogunlugu (%70) tekrar bu tarz projelerde yer almak istediklerini
belirtmislerdir.

Bu anlamda projenin amacglarina ulastigini, gesitli etkinlikler yaparak 6grencilerin matematik ile cesitli
sanat dallari arasinda disiplinler arasi bir iliski kurabildigi, matematik dersine karsi daha olumlu bir bakis
acisina sahip oldugu, ginlik hayatta matematigin farkli sekillerde kullanim alanlarinin oldugunu fark
ettigi, matematikle ugrasirken eglendiklerini ayni zamanda farkli matematiksel anlatim vyollari
kesfettikleri gorulmustliir. Matematiksel kavramlari farkli yollarla somutlastirmalarina ve
anlamlandirmalarina yardimci olmustur. Bunun yani sira projede 6grenciler ingilizce kullanabilme
imkani bularak yabanci dillerini gelistirme olanagi bulmustur. Farkh Glkelerden farkh kiltiirlerden
arkadaghk edinmelerine, farkh kiltirleri tanimalarina olanak saglamistir. Ayrica bu projenin en giizel
yanlarindan biri ise birbirlerine karpostal ve tisort gondererek bu projeden kendilerine kalici,
unutulmaz bir hatira kalmistir ve giizel dostluklar kurulmasini saglayan bir adim atiimistir. Ogretmenler
acgisindan da bu proje disiplinler arasi ¢alisma disiplini kazandirarak, kisisel ve mesleki gelisimine katki
saglamistir.

Bilgilendirme:

Yapilan tim c¢alismalar sonucunda da ilimizde gergeklestirilen 10. Etwinning kutlama programinda
projemizi hem sunum vyaparak hem de faaliyetlerimizi sergileyerek tanitma imkani elde ettik.
Sonrasinda projemiz ilk blylk basarisini Ulusal Kalite etiketi alarak elde etti. Ardindan basarisini
taclandirarak Avrupa Kalite Etiketi aldi. Yaptigimiz proje ¢alismalarinin MEB Ulusal Destek Servisi
tarafindan begenilmesi sonucunda proje koordinatérii Matematik 6gretmeni Ayse SIMSEK Polonyo’da
diizenlenen Professional Development Workshop’una génderildi.
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SELCUKLU ve iSLAM SUSLEME SANATINDA DUZLEMSEL
SIMETRI GRUPLARI

N. AKKAYA

Bu projede Selguklu, Osmanli ve cesitli

Turk Islam  devletleri ve beylikleri
zamaninda vyapilan mimari eserlerde
kullanilan  geometrik  sekiller  analiz
edilmeye caligiimistir.

Bu slslemelerde yer alan dizlemsel
simetri  gruplarini  belirlemek projenin
amacini olusturmaktadir.

Projede incelenen eserlerin yapilis yili ve
hangi devlet tarafindan vyapildigr ile
kullanilan simetri gruplari arasinda bir iligki
olup olmadidi da incelenmistir.

Problem Durumu

islam dininde insan ve hayvan tasvirinin
yasak olmasi ve geometri bilimine 6nem
verilmesi slisleme sanatinda geometrik
sekillerin - agirlikli  olarak kullaniimasini
saglamistir.

Selguklu ve lIslam siisleme sanatinda
kullanilan  kaplamalar ~ daha  6nce
pentapleks kaplamalar agisindan
incelenmistir. Ancak bu kaplamalarin
diizlemsel simetri gruplar ile ilgili bir
calismaya rastlanmamistir. Bu kaplamalar
olusturulurken hangi simetri iglemlerinin
kullanildigi, bu iglemlere gére kaplamalar
hangi simetri grubuna ait oldugu projede
cevaplandiriimak istenen sorulardir.

Eger bir kaplamanin belirli bir kismi, iki
farkli dogrultuda, sabit bir mesafede gidip
devamli kendini tekrarliyorsa bu kaplama
periyodik kaplamadir. Bir motif, OTELEME,
YANSIMA, DONME ve OTELEMELI
YANSIMA islemleri ile ortntl igerisinde
baska bir konuma getirilebilir. Bu iglemlere
simetri orlintuleri denir. Bir kaplamanin
simetrilerinin ~ olusturdugu  kimeye o
kaplamanin simetri grubu denir.

B. MOGOL

Gokhan KARAASLAN

Yontem ve Bulgular

BURDUR BiLiM VE SANAT MERKEZi

Kaplamalarin  siniflandiriima-
sinda 17 farkh simetri grubu
vardir.

Yan situndaki sekillerin  ait
oldugu simetri  gruplarinin
ozellikleri su sekildedir.

Yalnizca birbirinden bagims:z iki steleme

PL | simetrisi

Yalnizca 180 derecelik déndirme
simetrisi ve bafimsiz iki Steleme

180 derecelik dénddrme simetrisinin
yaninda birbirlerine dik dorultulerda iki
Stelemeli yansima simetrisi ve bagimsiz

Sivas izzettin Keykavus Kiimbeti (1217),
Anadolu Selgukiu Devleti (p1 Simetri Grubu)

iki Steleme

180 derecelik dondirme simetrisinin
yaninda birbirlerine dik dofirultularda iki
yansima ve iki dtelemeli yansima
simetrisi ve bafimsiz Iki &teleme

Calisma kapsaminda Selguklu
ve Islam Devletleri tarafindan
yapilmis eserlerde yer alan 22
kaplama incelenmisgti.  Bu
kaplamalarda yer alan simetri
gruplart p1, p2, p3, pgg ve
cmmdir.

9 eserde cmm, 4 eserde p1, 4
eserde p2, 4 eserde p3 ve 1

Aksaray Sultan Hani (1229), Anadolu
Selguklu Devleti (p2 Simetri Grubu)

eserde pgg simetri grubu vardir.

Bu calisma sonucunda
Selguklu ve islam siisleme
sanatinda kullanilan kaplama-
larin diizlemsel simetri gruplari
belirlenmistir. 17 simetri
grubundan 5 tanesinin kulla-
nildigr gérulmiigtar.

Buhara Ribat-1 Melik (1079), Karahanlilar
(pgg Simetri Grubu)

Eserlerin simetri gruplari ile
yapildigi tarih ve yaptiran
devlet arasinda bir iligkiye

:341’:¢:‘¢
&Q*%i?*fzt
*2 4040404
242494042
TP Ot o4

rastlanmamistir.
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SELCUKLU ve ISLAM SUSLEME SANATINDA DUZLEMSEL
SIMETRI GRUPLARI

N. AKKAYA B. MOGOL

Danisman Ogretmen
Go6khan KARAASLAN
PROJENIN AMACI

Projemizde Selguklu, Osmanli ve gesitli Tiirk Islam devletleri ve beylikleri zamaninda yapilan
mimari eserlerde kullanilan stislemelerdeki geometrik sekilleri analiz etmeye odaklandik.

Bu siislemelerde yer alan diizlemsel simetri gruplarini belirlemek projemizin amacinm
olusturmaktadir. Ayrica projemizde eserlerin yapilis yil1 ve hangi devlet tarafindan yapildig ile
kullanilan simetri gruplari arasinda bir iligkinin varligi da incelenecektir.

GIRIiS

Matematik bir diisiinme yoludur, sanattir, yapilarin ve iliskilerin bir ¢alismasidir. Islam dininde
insan ve hayvan tasvirinin yasak olmasi ve geometri bilimine 6nem verilmesi slisleme sanatinda
geometrik sekillerin agirlikli olarak kullanilmasini saglamigtir. Islam sanatinda saray, cami,
mescit, medrese, han, kervansaray, tiirbe ve mezar tasi yiizeylerinin siislenmesinde geometrik
sekiller sik¢a kullanilmaktadir. Eger bir kaplamanin belirli bir kismu, iki farkli dogrultuda, sabit
bir mesafede gidip devamli kendini tekrarliyorsa bu kaplama periyodik kaplamadir.

Selguklu siisleme sanatinda periyodik kaplanabilen eskenar iiggen, kare ve diizgiin altigen
seklindeki tek tiir geometrik karolar ile pek ¢ok periyodik kaplama yapilmistir. iki veya daha
fazla tiirde karo kullanarak ¢ok gesitli kaplamalar yapilabildiginden Selguklu ve Islam sanatinda
bir¢ok kaplama bu sekilde yapilmistir (Arik ve Sancak, 2012).

Motif kaplama geometrik sekillere uygulanan bir doniisiim oldugu i¢in geometrik bir ugrastir
(Altun, 2009). Bir motif, “Oteleme”, “yansima”, “donme” ve “Otelemeli yansima” islemleri ile
oriintii icerisinde bagka bir konuma getirilebilir. Bu islemlere simetri 6riintiileri denir. Verilen
bir dizi matematik islem sonucunda (6teleme, donme, yansima) bir nesneden diger elde
ediliyorsa bu iki nesne birbirine gore simetriktir (Mainzer, 2005; Akt. Yazici, 2011).

Simetri Oriintiileri birden fazla yonde diizenli araliklarla tekrar eden motiflerden olugmaktadir.
Oteleme isleminde motif, diizlem icerisinde bir dogrultu boyunca kaydirilmaktadir. Dénme
isleminde motif, diizlem iizerinde bir nokta etrafinda dairesel bir hareketle dondiiriilmektedir.
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Yansima isleminde motif, diizlem {lizerinde tanimlanan bir dogrultuya gore yansitilmaktadir.
Otelemeli yansima isleminde motifle aym Steleme ve yansima islemleri uygulanmaktadir
(Yazicy, 2011).

Simetri Oriintiilerinde 17 farkli diizlemsel simetri grubu kullanilabilmektedir (Schattschneider,
1978; Akt. Yazict, 2011). Bu simetri gruplar1 Yontem boliimiinde Tablo-1’de acgiklanmaya
calisilmustir.

Arik ve Sancak (2012) pentapleks kaplamalar1 inceledigi kitaplarinda Selguklu ve Islam
siisleme sanatindaki geometrik sekilleri tanitmistir. Bu calismada tanitilan siislemeler
Pentapleks kaplamalar agisindan incelenmistir.

Ipek ve Ozmiis (2014), Anadolu siislemelerindeki geometri baslikli ¢alismalarinda
stislemelerde yer alan sekilleri GSP yazilimi ile 6grencilere olusturmuslar ve bunun
ogrencilerin yaraticiliklarina olumlu bir etkisinin oldugunu gézlemlemisler.

Yazic1 (2011) ise matematikten sanata baslikli ¢alismasinda Escher’in tablolarindaki diizlemsel
simetri gruplarini incelemistir.

Bu projede ise Selguklu ve Islam sanatindaki siislemeler diizlemsel simetri gruplarina gore
analiz edilecektir.

YONTEM

Bu ¢alismada Selguklu ve Islam devletlerinde (beyliklerinde) yapilmis 22 mimari eserde yer
alan siislemeler diizlemsel simetri gruplarima gore incelenmistir. Anadolu Sel¢uklu
Devleti'nden 12, Osmanli Devleti'nden 1, Mengiiclii Beyligi’nden 2, Ilhanli Devleti’nden 2,
Karahanlilar’dan 1, Saltuklu Beyliginden 1, Karakoyunlulardan 1 ve Beni Ahmer
Sultanligi’ndan 2 tane siisleme calismada yer almaktadir. Siislemelerde kullanilan simetri
gruplar ile eserlerin yillar1 ve hangi devletler tarafindan yapildig: ile iligkilinin varligi da
incelenmistir.

Mimari eserlerin siislemesinde kullanilan geometrik sekillerin resimlerinin alindig1 kaynakta,
sekiller orijinalligi bozulmayacak sekilde derzli gosterilmistir. Ayrica pek ¢ok geometrik
stislemedeki karolar renksizdir ancak resimlerin alindigi kaynak geometrik sekilleri renkli
gostermenin daha yararli oldugunu belirtmistir (Arik ve Sancak, 2012). Biz de projemizde
sekilleri renkli olarak verdik.

Oteleme, yansima, dénme ve dtelemeli yansima islemlerinin kullanildig1 diizlemsel simetri
gruplar1 Tablo-1’de aciklanmistir.
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Tablo 1: Diizlemsel Simetri Gruplari

Sekil
No

Simetri
Grubu

Kullanilan islemler

1

2

10

11

12

13

14

15

16

17

pl
p2

pm

P8

cm

pmm

pmg

pgg

cmm

p4

pdm

p4g

p3

p3ml

p31m

p6

pébm

Yalnizca birbirinden bagimsiz iki 6teleme simetrisi

Yalnizca 180 derecelik dondirme simetrisi ve

bagimsiz iki 6teleme

Birbirlerine paralel dogrularda olan iki

yansima simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme

iki adet paralel dogrultuda 6telemeli yansima

simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme

Bir yansima simetrisi ile ona paralel olan bir

Otelemeli yansima simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme
180 derecelik dondliirme simetrisinin

yaninda birbirlerine dik dogrultularda iki yansima simetrisi
ve bagimsiz iki 6teleme

180 derecelik bir dondiirme simetrisinin

yaninda birbirlerine dik dogrultuda bir yansima ve bir
otelemeli yansima simetrisi ve iki bagimsiz 6teleme
180 derecelik dondiirme simetrisinin

yaninda birbirlerine dik dogrultularda iki 6telemeli yansima
simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme

180 derecelik dondiirme simetrisinin

yaninda birbirlerine dik dogrultularda iki yansima ve iki
otelemeli yansima simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme

90 derecelik dondiirme simetrisi ve bagimsiz

iki 6teleme

90 derecelik déndiirme simetrisi yaninda

45-45-90 Uggeninin kenarlar dogrultusunda yansima
simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme

90 derecelik dondiirme simetrisi yaninda

karenin kenarlari dogrultusunda yansima simetrisi ve
bagimsiz iki 6teleme

120 derecelik dondiirme simetrisi ve

bagimsiz iki 6teleme

120 derecelik dondiirme simetrisi ile

Eskenar Uggenin kenarlari dogrultusunda yansima simetrisi ve bagimsiz iki
Oteleme

120 derecelik dondiirme simetrisi

yaninda dondirme merkezi yansima dogrulari Gzerinde
olmayan bir 120 derecelik dondirme simetrisi ile yine
eskenar lggenin kenarlari dogrultusunda yansima simetrisi ve bagimsiz iki
Oteleme

Yalnizca 60 derecelik dondiirme simetrisi ve

bagimsiz iki 6teleme

60 derecelik dondiirme simetrisi yaninda

30-60-90 li¢cgeninin kenarlari dogrultusunda yansima
simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme
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BULGULAR

Sivas izzettin Keykavus Kiimbeti (1217),
Anadolu Selcuklu Devleti (p1 Simetri Grubu)

Aksaray Sultan Hani (1229), Anadolu Sel¢uklu

p2 Simetri Grubu)

(

Devleti



Buhara Ribat-1 Melik (1079), Karahanlilar
(pgg Simetri Grubu)

ispanya Elhamra Sarayi (1338-1390), Beni
Ahmer Sultanligi (cmm Simetri Grubu)



M /S P ke S A
Gikgfaikad
g i
I E N

KONYA Sir¢ali Mescit (1242-1243), Anadolu Selguklu Devleti (p3 simetri grubu)

SONUGLAR ve TARTISMA

Calisma kapsaminda Selcuklu ve islam Devletleri tarafindan yapilmis eserlerde yer alan 22
kaplama incelenmistir. 9 eserde cmm, 4 eserde p1, 4 eserde p2, 4 eserde p3 ve 1 eserde pgg
simetri grubu vardir.

Projede incelenen suslemelerde kullanilan diizlemsel simetri gruplarini devletlere goére
inceledigimizde de bir iliski bulunamamustir.

Projemizin asil amaci Selguklu ve islam sanatindaki siislemelerin diizlemsel simetri gruplarini
belirlemekti. Ancak incelenen bu stislemelerin sayisi arttirilip yillar ve devletlerarasindaki iliski
tekrar incelenebilir. Ayrica bu slislemeler dinamik geometri yazilimlari ile olusturulabilir.

KAYNAKLAR

Altun, M. (2009). Liselerde Matematik Ogretimi (3.bs) . Bursa: Aktiel Alfa Akademi.

Arik, M ve Sancak, M (2012). Pentapleks Kaplamalar (2. Bs). Ankara: Tlbitak Popdiler Bilim
Kitaplari.

ipek, J. ve Ozmiis, P. (2014). Anadolu Sislemelerindeki Geometri. Ege Egitim Dergisi, 2 (15),
521-537.

Yazici, E., Y. (2011). Matematikten sanata yansimalar: M. C. Escher. Sanat ve Tasarim Dergisi
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PROJE ADI: POZITiF BOLENLERIN SIRRI
AMAC: 1) Bir saymnin pozitif bolenlerinden biri digerini tam bolecek sekilde kag tane sirali
ikili olusturur?

2) Bir saymin pozitif bdlenlerinden kag tanesi aralarinda asaldir? sorularina yanit
olabilecek pratik ¢6ziimler tiretmek.
GIRIS: Oncelikle ¢alismamiza zambak yaylari olimpiyat matematik soru bankasindaki bir
sayinin pozitif bolenlerinden biri digerini tam bolecek sekilde kag tane sirali ikili olusturur
sorusu ile basladik.Bizde “Acaba bir sayinin pozitif bolenlerinden kag tanesi biri digerini tam
olarak boler? “ ve “Bu say1y1 formiillestirebilir miyiz? “ diye diisiliniip projemize bagladik.
KULLANILAN YONTEM:

1.Adim: 40 sayisinin pozitif bolenleri:
1,2,4,5,8, 10, 20, 40
a sayist b sayisini tam bolecek sekilde kag farkli durum oldugunu yazalim. (' b,a)

(1, 1) (1, 2) (2, 4) (5, 10)
2, 2) (1, 4) (2, 8) (5, 20)
(4, 4) (1,5) (2, 10) (5, 40)
(5, 5) (1, 8) (2, 20) (8, 40)
(8, 8) (1, 10) (2, 40) (10, 20)
(10, 10) (1, 20) (4, 8) (10, 40)
(20, 20) (1, 40) (4, 20) (20, 40)
(40, 40) (4, 40)

Olmak tizere 30 tanedir. Peki bu 30 sayisini nasil elde ederiz?
Once 40 sayisin1 ¢arpanlarma ayiralim:

40 |2

202 40 =123 5!

102

515

1

(__, ) swali ikililerinin tam boliinebilmesi i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur.
(23, 2%) : Yani birinci sayida 23 varsa ikinci sayida da olmas1 bu sayinin birbirini tam
boldiigiinii gosterir.

(2°,2% (24,27 (5%, 5%

(25,29 (2°,2° (5',5°)
(2,27 (5%, 5°)
(2%,2°)

(22,2%)

(22,2%)

(22,2°)

(24, 2%

2’nin kuvveti seklinde 10 durum, 5’in kuvveti seklinde 3 durum var ve bu durumlar birbirine
bagli oldugundan 10. 3= 30 durum vardir.

Bu durumu genellersek ; xussl a . y iissii b seklindeki ifadelerin pozitif bolenlerinin biri
digerini bolecek sekilde ;
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(a+1).(@a+2) . (b+1).(b+2)

2 2
Seklinde yazabiliriz. Deneyelim ;
(a+l) . (a+2) . (b+1). (b+2) = (341).(3+2) . (1+1).(1+2)
2 2 2 2
=45 . 23
2 2
=10.3
=30
2.Adim:
40 sayisinin pozitif bolenlerini tekrar yazalim;
1,2,4,5,8,10, 20, 40 40=123.5"
Bu sayilarda aralarinda asal olanlarin1 yazalim:
() (2,5)
(1, 4) (4,5)
(1,5) (8.5)
(1,8)
(1, 10)
(1, 20)
(1, 40)

1 ile aralarinda asal olan sayilar pozitif bolen sayisinin 1 eksigi kadardir. Yani;
=(3+1).(1+1) -1

=(4.2) -1 =7 tanedir.

Diger sayilar da iislerin ¢carpimi kadardir.Yani;

3. 1= 3 tanedir.

Bu durumu x iissii a . y iissii b seklinde olan sayilarin pozitif bolenlerinin kag tanesi aralarinda
asaldir bulmak i¢in s6yle genelleyebiliriz:

(a+1) . (b+1) -1 +ab

ab+a+b+1-1+ab

=2ab+a+b

Deneyelim ;

= 2.3.1+3+ 1= 10 tanedir.

Peki sayimiz x Ussiia . y Ussl b . Z Ussu ¢ seklinde olsaydi kag tane arasinda asal say1 olurdu
bakalim :

21,31, 51=30

1,2,3,5,6, 10, 15, 30

(@+l) . (b+1).(c+l)-1+ab+ac+bc+ abc+abc+abc =(ab+a+b+1).c+1=abc+
ab+ac+a+bc+b+c+1-1+ab+ac+bc+abc + abc + abc=4abc + 2ab + 2ac + 2bc + a +
b+c=4abc+2(ab+ac+bc)+a+b+c

Biraz daha arttiralim:

20,31 51 . 71=210

1,2,3,5,6,7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210
1,2 (1, 70) (3,10) (7, 15)
1,3 (1, 105) (3,14) (7, 30)
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(1, 5) (1, 210) (3, 35) (10, 21)

(1, 6) (2, 3) (3, 70) (4, 15)
1,7) (2, 5) (5, 6)

(1, 10) 2,7) (5, 7)

(1, 14) (2, 15) (5, 14)

(1, 15) 2, 21) (5, 21)

(1, 21) (2, 35) (5, 42)

(1, 30) (2, 105) (6, 7)

(1, 35) (3, 5) (6, 35)

(1, 42) 3,7) (7, 10)

(a+1) . (b+1) . (c+1).(d+1) -1 + ab + ac + ad + bc + bd + cd + 3abc + 3abd + 3dab + 3abc +
7abcd+abc+ab+ac+c+bc+b+c+1.(d+1)+abcd + abc +abd +cb +acd +ac+ad +a+
bcd+bc+bd+b+cd+c+d+1-1+ab+ac+ad+bc+bd+cd+3(abc+abd+dcb +acd
) + 7abcd

= 8(abcd) + 4( abc + abd + bcd + acd) + 2(ab+ac+ad +bc+bd+cd)+a+b+c+d
Sanirim formiil son halini alacak. Bu durumu son olarak asal bdlenlerinin sayist 5 olan i¢in
denedik ve asagidaki formiilii bulduk.

16 (abcde) +8( abcd + abde + abce + acde + bcde ) + 4( abc + abd + aeb + acd + ace + ade +
bcd + bce + bde + cde ) +2(ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de)+ra+b+c+d+e

Formiiliimiizdeki kat sayilarin 2°, 2', 2%, ..... 2 Gssii n -1 seklinde ilerledigine dikkat
edelim!(n: Bir sayinin asal ¢arpan sayisi)
BUTCE: Herhangi bir maliyeti yoktur.
CALISMA TAKVIMI: Proje konusunun segilmesi ( Kasim 2012)
Literatiir incelemesi( Aralik 2012)
Aralarinda asal sayilarin sayisi(Aralik 2012)
Sonuglart ortaya koymak (Ocak 2013)
Proje yazimi(Ocak 2013)

SONUC: 1) Bir saymin pozitif bolenlerinden biri digerini bolecek sekilde kag tane sirali ikili
olusturacagini bulmak icin; say1 asal carpanlarina ayrilmis sekilde yazilir. Sayilarin issiiniin 1
fazlasi ile 2 fazlasinin ¢carpiminin yarisi alinarak bulunur. Sembol ile gosterecek olursak;
X iissii a. Y tissii b seklindeki say1 igin (a+1).(a+2)/2 . (b+1).(b+2)/2 ifadesi kullanilir.asal
carpan sayis1 arttik¢a formiilde diger carpana c,d,e... seklinde sayilar verilip devam
ettirilebilir.
2) Bir saymin pozitif bolenlerinden kag tanesinin aralarinda asal oldugunu
bulabilmek igin; x {issii a . y iissii b seklinde olan sayilar i¢in
2ab+a+b
x lissiia . y iissli b . z iissii ¢ seklinde olan sayilar i¢in
dabc+2 (@b +ac+bc)+a+b+c
Seklinde devam eder. (asal bolenlerinin sayisina gore)
3) Bir saymin pozitif bolenlerinin kag tanesinin aralarinda asal oldugunu bulurken
katsayilar 2 nin kuvveti seklinde ilerlemektedir.

SONUCLARIN DEGERLENDIRILMESI: Bu proje ile bir sayini pozitif bélenlerinin
sirlarint aralamig olduk. Buldugumuz formiillerin sorularin ¢6ziimiinde isimizi biiyiik 6l¢iide
kolaylastiracagini diistinmekteyiz.
DANISMAN OGRETMEN: MENEKSE ARKAN ALTAN
OGRENCILER: A. KUZU

S. E. CETINKAYA
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PROJE ADI: SIFIRSIZ FAKTORIYEL

AMAC: N FAKTORIYEL SAYISININ SONUNDAKI SIFIRLARI ATINCA
KALAN SON RAKAMI BULMAK

GIRIS: Faktoriyel konusunda kitaplarda genellikle sondan kag basamagimin sifir
oldugunu soran soru tipleri yer aliyordu.acaba sifirlar olmasa son rakamin ne oldugunu merak

ettim ve aragtirmaya basladim.

KULLANILAN YONTEM:

1. YONTEM: Oncelikle hesap makinesi ile sayilarin faktoriyellerinin sonundaki
sifirlar1 atarak kalan sayilarin son rakamini bulup 10x10’ luk tabloya yerlestirdim daha sonra
her bir siituna birden ona kadar numara verdim asagida tablo goriilmektedir. Tabloda bir

yontem gelistirdim.
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Yontem su sekilde ilerliyor: bir sayiy1 aliriz, sayimin bir sonraki siitununun {istiinde yer

alan say1y1 ¢arpip, bir sonraki satirdaki sayiy1 buluruz. 6rnek verecek olursam;

Mesela 52! sayisinin sonunda tabloya bakarsak 4 oldugunu goriiriiz. Bir sonraki sayinin son
rakamini bulmak i¢in hemen sag siitun tistteki sayiya bakalim,orada da 3 var. 4x3=12

oldugundan 53! sayisinin son rakaminin 2 oldugunu buluruz.

Bu kurali 5’in katlar1 olan 5. ve 10. siitun bozmaktadir. 10. stitunun degerini bulmak
icin sag iist say1 ile carpilmaz igerisinde yazili olan sayi ile ¢arpariz. Ciinkii 10,20,30..... gibi
sayilarla ¢carparken sifirlar1 atarsak geriye kalan say1 her basamakta farklidir.

5. stitunu bulmak i¢in ise sonu 4 ile biten faktdriyelleri iki basamakli olarak yazip sayilari ise

sag Ustteki say1 ile degil 15,25,35.... ile ¢arpariz.onuda yuvarlaklarin i¢ine ¢izerek belirttim.

2. YONTEM: Yo6ntemimden adim adim bahsedeyim. Once asal sayilarim degil benim
ifadem ile “faktorasal” sayilarim var.bunlar asal sayilarin son basamaginda 1 olanlar1

¢ikarinca geriye kalan sayilardir. Once bu sayilardan biraz yazalim:

FAKTORASAL SAYILAR:
235,7,13,17,19,23,29,37,43,47,53,59,67,73,79,83,89. ..... seklinde devam eder.

Simdi De Tablomuzu Yapalim:

SONU.. OLAN 2 3 7 9
4K+1 2 3 7 9
4K+2 4 9 9 1
4K+3 8 7 3 9

4K 6 1 1 1

Evet, adim adim islemleri yazalim:

1) Once faktoriyeli verilen sayiya kadar olan faktorasal sayilar belirlenir.

2) 2 ve 5 sayilarinin bolenler toplaminin farki alinip tablodaki 2 siitunundan degeri
bulunur.

3) Sayilar kalanlar1 6nemsemeksizin faktorasal sayilara boliimiinden bdlenler toplami
alinir.

4) Tabloda bolenler toplamina karsilik gelen degerler garpilarak sifirsiz sekilde son

basamagi1 bulunmus olur.
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Hemen Bir Ornek Yapalim:
85! sayisinin sonundaki sifirlar atilinca kalan son say1 kagtir?
1) 85’e¢ Kadar Olan Faktorasal Sayilar:

2,3,5,7,13,17,19,23,29,37,43,47,53,59,67,73,79,83

2) 85’ 2 ye Bolelim, Bolenlerini Toplayalim:
42+21+10+5+2+1=81
Simdi de 5 i¢in yapalim:
17+3=20
81-20= 61 (4’e boliimiinden kalan 1 ‘Bir)
3) 3’e Bolelim :
28+9+3+1=41(4’e Boliimiinden Kalan 1)
7’ye Bolelim:

12+1= 13 (4’e Boliimiinden Kalan 1)
13’e Bolelim:

6( 4’e Boliimiinden Kalan 2)
17°ye Bolelim:

5(4’e Boliimiinden Kalan 1)
19’a Bolelim:

4 (4’e Boliiniir)

23’e Bolelim:

3

29’a Bolelim:

2

37’ye Bolelim:

2

43’e Bolelim:

1

47’ye Bolelim:

1

53’e Bolelim:

1

59’a Bolelim:

1

67’ye Bolelim:

1
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73’e Bolelim:
1
79’a Bolelim:
1
83’e Bolelim:
1

4) 2,5,3,7,13,17,19,23,29,37,43,47,53,59,67,73,79,83

2.3.7.9.7.1.7.1.9.3.7.3.9.7.3.9.3=42.63.63.63.27.7.27=18.9=2"dir.

Stirekli birler basamagini carptik.

BUTCE: Maliyeti yoktur.
CALISMA TAKVIMIi: Kasim ve aralik ayinda literatiir tarandi,proje konusuna karar

verildi. Ocak ayinda ¢alisma sonlandirilip, projemiz son seklini aldi.

SONUC: Bu proje ile faktdriyel konusunda daha dnce bahsedil-memis bir yoniine

deginmis oldum.

Bir faktoriyelin sonundaki sifirlari atinca geriye kalan sayinin birler basamagini1 bulmak

icin iki yontem gelistirdim.

1.

3.

Y ontemde yiizliik tablo hazirladim ve her say1y1 sag siitun {istteki sayi ile
carptigimizda bir sonraki sayinin sifirlari atilinca birler basamaginin kag¢ oldugu
bulunmus olur.

Y ontemde asal sayilardan sonu 1 ile bitenleri ¢ikarirsak faktorasal sayilart bulmus
oluruz. Yukarida bahsedilen 4 adim1 uyguladigimizda ise sonucumuza ulagmis oluruz.
Yontemdeki tabloya dikkat edersek bir sayimnin sonundaki sifirlart atinca geriye kalan
sayinin birler basamagi sonu 5 ile biten sayinin kag ise kendisinden sonra gelen sonu 6
ile biten sayinin sonu da aynidir.(mesela 65! in sonu ne ise 66! sayisinin sonu da
aynidir.)

Yine tabloya dikkat edersek sonu 1 ile biten sayimnin faktdriyelinin sonu kag ise 2
sonrasinda sonu 3 ile biten saymnin sonu da aynidir.(Mesela 41! sayisinin sonunda kag
var ise 43! sayisinin sonu da aynidir.)

Sonu 6 ile biten sayimnin sonu kag ise 8 ile biten saymnin sonu da odur.

SONUCLARIN DEGERLENDIRILMESI: Sonug olarak faktériyel konusunda 1 den n’

ye kadar olan sayilarin tamamini ¢arpip sifirlarini atip birler basamagini bulmaktansa bu iki

yontemin konuyu biraz aydinlatacagini diisliniiyorum.

Danisman Ogretmen : Menekse ARKAN ALTAN
Ogrenci : E. B. ERDOGAN
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DANISMAN OGRETMEN: MENEKSE ARKAN ALTAN

OGRENCI: 0. BAHAR

DUZLEMDEKI ES KARELER VE SAYMA YONTEMLERI

PROBLEM: BiR DUZLEMDE ES KARELERIN OLUSTURACAGI KESIM NOKTASI
SAYISI VE BOLGE SAYISI ARASINDA ILiSKi VAR MIDIR?

AMAC : BIRBIRINE ES KARELERIN OLUSTURDUGU KESIM NOKTASI SAYISI VE
BOLGE SAYISINI BULURKEN SAYMA YONTEMI KESFEDEBILMEK

KULLANILAN YONTEM:

1. ADIM: 1 KARENIN DUZLEMDEKI DURUMUNA BAKALIM:

1 KARE DUZLEMI 2 BOLGEYE AYIRIR .
AYRICA TEK KARE OLDUGU ICIN
KESIM NOKTASI DA YOKTUR.

2. ADIM: 2 KARENIN DUZLEMDEKI DURUMUNA BAKALIM:

{ P

N/
N

AYRICA 3, 4,5,6 VE 7 NOKTADA DA KESISIR.

CAKISIKTIR. 1 NOKTADA KESISIR. 2 NOKTADA KESIiSIR. 8 NOKTADA KESISIR.
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SAYISI VE BOLGE SAYISININ EN FAZLA OLDUGU DURUMDAKI KESIM NOKTASI
SAYISINI INCELEDIM.

2 NOKTADA KESiSTiGI DURUMU INCELEYELIM:

KESIM NOKTASI SAYISI: 2

BOLGE SAYISI: 4

8 NOKTADA KESIiSTiGi DURUMU iNCELEYELIM:

KESIM NOKTASI SAYISI: 8

BOLGE SAYISI: 10
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3. ADIM: 3 KARENIN DUZLEMDEKI DURUMUNA BAKALIM:

277

KESIM NOKTASI SAYISI: 6

BOLGE SAYISI: 8

KESIM NOKTASI SAYISI: 24

BOLGE SAYISI: 26




4. ADIM: 4 KARENIN DUZLEMDEKI DURUMUNA BAKALIM:

278

KESIM NOKTASI SAYISI: 12

BOLGE SAYISI: 14

KESIM NOKTASI SAYISI: 48

BOLGE SAYISI: 50




BU SEKILDE ORNEKLERI COGALTTIK VE ASAGIDAKiI TABLOYU OLUSTURDUM:

KARE SAYISI KESIM SAYISI 2 OLDUGUNDA KESIM SAYISI 8 OLDUGUNDA
KESIM BOLGE SAYISI | KESIM NOKTASI | BOLGE SAYISI
NOKTASI SAYISI SAYISI
2 2 4 8 10
3 6 8 24 26
4 12 14 48 50
GENEL KURAL N2-N N2-N+2 4N2-4N 4AN?-4N+2

GENEL KURAL BULABILMEK ICIN DAHA FAZLA KARE iLE DENEME YAPALIM.
MESELA 8 KARE :
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KESIM NOKTASI SAYISINI BULABILMEK ICIN NOKTALARIN DIiZILIMINE
BAKALIM:

O

00
000
O000000O

1+2+3+4+5+6+7=7. (7+1) /2 =28 NOKTA VARDIR.(GAUSS KURALI)
SIMETRIGINDEKI DE AYNI SAYIDA OLDUGUNDAN 28. 2= 56 NOKTA
VARDIR. 58 DE BOLGE VARDIR.

OO0 0000
00000
0000

O HALDE GENELLESTIRELIM:

N: KARE SAYISI DIYELIM; KARE SAYISININ 1 EKSIGI KADAR NOKTALAR 1
DEN BASLAYARAK DIZILMISTIR.

2. ( 14243+......H(N-1))= 2. (N-1).(N) /2 FORMULUNDE GEREKLI
SADELESTIRMELERI YAPARSAK

(N-1).N VEYA N>-N FORMULUNU BULURUZ.

BOLGE SAYISI DA YUKARIDAKI TABLOYA BAKTIGIMIZDA 2 FAZLASI
OLDUGUNU GOREBILIRIZ.

DOLAYISIYLA BOLGE SAYISI;

(N-1).N +2 VEYA N2-N+2 FORMULUNU BULURUZ.
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BU DEFA TERSTEN GIDELIM. YANI ONCE BOLGE SAYISINI SONRA DA 2
EKSILTIP KESIM NOKTASI SAYISINI BULALIM:

BOLGE SAYISINI BULMAK ICIN ONCELIKLE ORTADAKI PEMBE BOLGENIN
KACGEN OLDUGUNU BULALIM. DAHA ONCEKi ORNEKLERI DE
INCELEDIGIMIZDE GOREBILIRiZ Ki ORTADAKI COKGEN KARE SAYISININ 4
KATI KADARDIR. HERBIR KENARA SPIRAL SEKLINDE DOLANMIS COKGENLER
GORMEKTEYIZ Ki BU COKGEN SAYISI KARE SAYISININ 1 EKSiGi KADARDIR. iC
BOLGE VE DIS BOLGE OLMAK UZERE iKi BOLGEYI DAHA EKLERSEK OLUSAN
BOLGE SAYISI;

4.N.(N-1) +2 FORMULUNU DUZENLERSEK 4N>-4N+2 FORMULUNU ELDE
EDERIZ. KESIM NOKTASI SAYISI ISE IKi EKSIGI YANI 4N2-4N SONUCUNA
ULASIRIZ.
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BULGULAR: DUZLEMDE ES OLAN KARELERIN 2 VE 8 NOKTADA KESiSMELERI
MUMKUNDUR. BU DURUMLARI INCELEDIK VE ASAGIDAKI SONUCLARA
ULASTIK:

1)

2)

3)

4)

5)

DUZLEMDE ES KARELERIN HERHANGI iKiSiNiN KESiSTiGi FAKAT
HERHANGI UCUNCU KARENIN KESIiSMEDiIGi ZAMAN OLUSAN EN
FAZLA BOLGE SAYISININ OLDUGU DURUMLARDA KESiM NOKTASI
SAYISI; N OLUSTURULAN KARE SAYISI OLMAK UZERE N2-N VE BOLGE
SAYISI ISE N2-N+2 FORMULU iLE BULUNUR.

DUZLEMDE BULUNAN ES KARELERIN 8 NOKTADA KESISMESI iLE
OLUSAN EN FAZLA BOLGE SAYISININ OLDUGU ZAMAN KESiM
NOKTASI SAYISI; N OLUSTURULAN KARE SAYISI OLMAK UZERE 4N2-4N
VE BOLGE SAYISI ISE 4N2-4N+2 FORMULU iLE BULUNUR.

DUZLEMDEKI ES KARELER BIRDEN COK KAC NOKTADA KESISIRLERSE
KESISSINLER KESIM NOKTASI SAYISININ 2 FAZLASI OLUSAN BOLGE
SAYISINI VERIR.

DUZLEMDEKI ES KARELERIN 2 VE 8 NOKTADA KESISTIKLERINDE EN
FAZLA KESIM NOKTASI SAYISI ARASINDA 4 KAT VARDIR.

GEOMETRIK  SEKILLERLE ILGILI BIR ARASTIRMADA SAYMA
YONTEMINDEN DE YARARLANABILDIK.

SONUCLAR: SAYMA YONTEMLERINI KULLANARAK  DUZLEMDEKI ES
KARELERIN OLUSTURDUGU BOLGE SAYISI ILE ILGILI FORMUL
URETEBILDIK.GAUSS KURALINI KULLANDIK.

DUZLEMDEKI ES KARELERIN OLUSTURDUGU BOLGELERIN KAC TANESININ ES
BOLGELER OLUSTUGU DA RAHATLIKLA BULUNABILIR.

DIGER COKGENLER ICIN DE CALISMALARIM DEVAM ETMEKTEDIR.
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Proje Ad1 : Ardisik Sayilarin Kuvvetleri Toplamina Farkh Bir Bakis
Hazirlayan Ogrenci : T. DAGASAN
Danmisman Ogretmen : Ozlem UYSAL GOKCU

Balikesir S. Prof. Dr. ilhan Varank Bilsem

Problem: ‘Bir n dogal sayisina kadar olan dogal sayilarin herhangi dereceden
kuvvetleri toplamini veren formiul bulunabilir mi?’ sorusu arastirmamin problem
cimlesidir.

Amag: Projemin amaci herhangi bir dogal sayiya kadar olan ardisik dogal
sayilarin herhangi dereceden kuvvetlerinin toplamini veren genel bir ifadeye ulasmaktir.

Yontem: Dogal sayllarin kuvvetleri toplami ile ilgili yapilan c¢alismalari
inceledigimde tabanlarin aymi {Uslerin ardisik dogal sayilar alinarak birtakim
genellemelere ulasildigin1 goérdiim fakat hi¢cbir ¢alisma ardisik dogal sayilarin
kuvvetlerinin toplamini veren genel bir formiil bulmaya yonelik degildi. Ben ¢calismama
bir n dogal sayisina kadar olan dogal sayilarin kuvvetleri toplamini veren genel bir ifade
bulma arayisi ile basladim.

Yaptigim literatiir taramasinda 1+2+..+n toplaminm1 {lg¢gensel sayilar ;

17 + 2% ++++n* toplamin, Kkare piramitsel sayilar ile bagdastirarak ifade
edilebilecegini fark ettim. Buradan yola ¢ikarak 1° + 2% +--+n? toplamm kiipsel
sayllar ile bagdastirarak genel bir ifadeye ulastim. 1* +2% +--+n* toplaminin

hiperkiipsel sayilar olabilecegini diisiinsem de sekil Orlntisiniin ikinci adimdan
sonrasint devam ettiremedim. Bunun tizerine farkli bir yontem bulmam gerektigine
karar verdim. S6z konusu problemim kuvvetlerin toplami oldugundan matematik
olimpiyatlarina hazirlanirken 6grendigim Paskal ticgeni ve Binom acilimindan
yararlanabilecegimi diistindtiim.

Toplamlarin kuvveti ile kuvvetlerin toplamina ulasabilecegimi fark ettim. Bu
durum Paskal ti¢cgeni ve Binom ac¢ilimindan yararlanarak ifadelerin taraf tarafa
toplanmasiyla miimkiin oluyordu. Birinci kuvvetler toplami sonra ikinci kuvvetler
toplam1 daha sonra da lclincii kuvvetler toplamini birbirine bagh olarak bulduktan
sonra tiimevarim yontemiyle herhangi dereceden kuvvetler toplamini 6nceki dereceden
kuvvetler toplamina bagli olarak bulmamizi saglayan genel bir ifadeye ulagtim.
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Bulgular: (x +y)*=1.x+ 2.x.y +y*  agilimi kullanilarak:

nin+1)

1+2++n=
2 bulunur.

(x+3)P°=1x*+3.x%y+3xy*+1.y° aghmi kullanilarak

12 122 § o2 = n(n+1).(2.n+1)

6 bulunur.

Benzer yontemle (1+n)® , (1+n)* we (1+n)® agilimlar paskal tiggeni ve

kombinasyon iliskisi de kurularak su sekilde bulunur:

(1+n)=1(1+n)+2.(1+2++n)

=(§).{1+nj+(i).(1+z+---+nj

(1+n)P=1(1+n)+3.(1+2+ +n) +3.(22 +27 + -~ +n?)

:(3)'{1+“]+(i)'(1+3+"'+ﬂ]+(§)-(12+22+---+n2j
(1+n)*=1(1+n) +4.(1+2++n) +6.(17+22 +-+n?) +4(1° +2° +-- +n)

:(g).(1+n]+(i).(1+z+...+n3,+(:)|(12+22+__,+ﬂ2]

+(;}).{13+23+---+n3j

(1+n)°=1.(14n) +5.(1+2+~+n) +10.(12 + 2% + - +n?)
+10.(13+ 28 + -+ n¥) +5.(1* + 2* + -+ n?)

=(5).aem+(3)arzetm+(5).a2 022 4t nd)

+(§)I(13+23+...+n3j+(i).(1“+2*+--'+ﬂ+j
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Buradan

olarak bulunur.

Degerlendirme ve Sonug:

Bir n dogal sayisina kadar olan dogal sayilarin kuvvetleri toplamini veren genel bir
formiil vardir. Bu formiil herhangi kuvvet i¢cin kendinden dnceki kuvvetler toplamina
bagl olarak yazilabilir.

n bir dogal say1 olmak iizere n dogal sayisina kadar olan dogal sayilarin k. kuvvetleri

toplamai:
1% L 2% L oo Lk
={(1+ ¥
[F5 e (T e
e (%
olarak bulunur.

Buradan da anlasildig gibi herhangi bir kuvvetler toplamini bulabilmek i¢in bulmak
istedigimiz kuvvetten onceki kuvvetler toplamini da bilmemiz gerekiyor.

Literatiir taramasi yaparken matematik diinyasi dergisinin eski bir sayisinda
(Terzioglu,1992) polinomlar kullanilarak Gauss formiiliiniin genellestirilmesinden
bahsediyordu. Baska bir projede 6ncelikle polinomlar konusunu 6grenerek dogal
sayilarin kuvvetleri toplamini veren genel formiile farkl bir yolla ulasilabilir.

Anahtar kelimeler: ardisik sayi, kuvvetler toplami, binom agilimi
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Projenin Adi :  EPRSA SIFRELEME

Hazirlayan Ogrenci : E. Persilioglu
Danisman Ogretmen:  Ozlem Uysal Gokcii

Balikesir S. Prof. Dr. ilhan Varank Bilsem

Problem: Teknolojik ilerlemenin hiz kazandigi glinimizde saldirilarin da teknoloji alt
yapili olarak yapilmasi kaginilmaz oldu. Siber saldiri adi verilen bu saldirilara cep telefonu,
sosyal medya ve iletisim ortamlari, web siteleri, cevrimigi oyunlar, elektronik posta kullanan
herkes maruz kalabilir. Son giinlerde tlkemizin ciddi sekilde maruz kaldigi siber saldirilar pek
¢ok internet sitesini, platformunu etkilemistir. Bu tiir saldirilara karsi hazirlikli olmak ve
tedbir almak kaginilmazdir.

Onun igin sanal ortamda bankacilik islemleri, askeri sistemler, 6zel gériismeler gibi islemleri
gerceklestirirken iki nokta arasinda veya sistemler arasi haberlesmede gizlilik, batlnlik ve
kullanilabilirlik ilkelerine gore bilginin glivenligi saglanmalidir. Bu tedbirlerden en énemlisi
olarak sayilabilecek olan giden ve gelen verinin sifrelenerek anlasiilmaz hale getirilmesi ve bu
sekilde iletilmesidir. Yillardir bu alanda yapilan ¢alismalar neticesinde birgok sifreleme teknigi
bulunmus ve kullaniimistir.

Amag: Gunimduz agik anahtarh sifreleme tekniklerini kullanarak ¢ézlilmesi zor yeni bir
sifreleme teknigi gelistirmek. Matematigin konularindan olan kriptoloji, mod, Gsli sayilar,
satranc, koordinat diizlemi ve dogruya gore simetriyi tek bir projede birlestirip somut
sonuclar elde etmek.

Yontem: En yaygin kullanilan asimetrik sifreleme algoritmalarindan birisi RSA
sifreleme algoritmasidir. RSA sifreleme algoritmasi, dijital ortamda verinin glivenli
aktariminin saglanmasi fikri temel alinarak yapilan arastirmalar neticesinde bulunan ¢ok
blyuk tam sayilari carpanlara ayirmanin algoritmik zorlugu goz 6niine alinarak gelistirilen
actk anahtarh bir sifreleme teknigidir. 1977 yilinda Ronald Rivest, Adi Shamir ve Leonard
Adleman, kendi isimlerinin ilk harflerini verdikleri RSA algoritmasini bulmuslardir. Bu
algoritmada matematiksel islemler neticesinde iki farkli anahtar tretilmektedir.
Anahtarlardan birisi herkesin erisebilecegi acik anahtar, digeri ise gizli anahtardir. Herkes
kendisine sifreli bir mesaj gondermek isteyen birisinin gdnderilecek mesaji sadece kendisinin
acabilecegi sekilde sifreleyebilmesi icin acik anahtarini yayinlar ve bu acik anahtar
kullanilarak mesaj sifrelenir ve gonderilir. Gonderilen sifreli mesaji ise sadece sifrelendigi acik
anahtarin esi olan gizli anahtara sahip olan kisi goriintiileyebilir. Bir ortak anahtarla
sifrelenmis mesaj sadece 6zel anahtarla ¢ozllebilir.
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Son zamanlarda en ¢ok kullanilan sifreleme teknigi RSA'y1 6grendikten sonra kendi

yontemimi kullanarak kendi sifreleme algoritmami yapmaya karar verdim. Literatlir taramasi

yaptigimizda RSA’yla ilgili proje olmadigini; eski yontemlerden vigenere ya da daha eski ve

basit yontemlerin kullanildigini gézlemledim. Bu ylizden RSA sifrelemeyle ilgili gerekli

arastirmalari yaptim. Bununla beraber elektronik ortamda kullanilan RSA’nin kendi

hesaplarimizla yapilip yapilamayacagini merak ettim. Bu ylzden de 8x8’lik satrang tahtasi

Uzerine 3’den baslayarak asal sayilari yazdim. Sayinin bulundugu koordinatlari alarak p ve q

verilerini olusturdum. Yapilan islemler:

1.

w K N o

11.

12.

13.

14.

15.

Bir satrang tahtasi Gzerine farkh dizilim tasarimlariyla alfabeyi yazdim. ( Daha
evrensel olmasi igin Q, X, W harflerini de yazdim)

Farkh dizilim tasarimlariyla yaptigim alfabemin komsu olan 2 kenarina 3’den
23’e kadar olan asal sayilari yazdim.

Satrang tahtasi lizerine her harfi kapsayacak sekilde bir koordinat dizlemi
yerlestirdim.

Sifreleyecegimiz kelimenin harflerini sirasiyla siyahtan baslayarak siyah-beyaz-
siyah-beyaz... seklinde yazdim. Siyaha denk gelen harflerde RSA sifreleme
algoritmasini, beyaza gelenlere ise kendi algoritmami kullandim.

RSA algoritmasini kullandigim harfleri asal sayilarla eslestirdim. Bir harf siyaha
denk geliyorsa o harfle eslestirdigimiz sayilari p ve g olarak aliriz.( mesela
alfabeyi siraladigimizda C harfinin koordinatlari (3,7) ise p=3 q=7 veya tersi alinir)
p.q=n formilu ile n sayisi bulunur.

t sayisi t=(p-1).(g-1) ile bulunur

t sayisi ile aralarinda asal olacak bir sayi secilir ve bu saylya e ismi verilir

e.d=1 (mod t) formiilii ile bir d sayisi bulunur. d sayisi gizli anahtarimizi
olustururken kullanilir.

. eile nsayisiile bir acik anahtar (e,n), d ile n sayisi kullanilarak (d,n) gizli anahtar

olusturulur. Gizli anahtar harfin sagina (n,d) seklinde yazilr.

Sifrelenmek istenen sayiya x diyelim. Sifrelenirken genel anahtara gore x
sayisinin e kuvveti alinir, mod n kullanilir. (xe [mod n ] kullanilir)

xe (mod n) formilinden ¢ikan sonuc RSA ile sifrelenmis bir sayidir. Sayiya denk
gelen alfabedeki harf bizim sifremizdir.

Sifrelenmis metni ¢dzerken ise (yani RSA sifrelenmis harfi geri dondirmek icin)
gizli anahtarimizi (d,n) kullanarak sifrelenmis sayiyi ¢ozebiliriz. Sifrelenmis harfin
alfabedeki yerine “y” dersek “yd (mod n)” formilini kullanarak bizim
sifrelenmis metnimizin aslina ulasabiliriz.

Beyazlarda ise sifreleyecegimiz harf koordinat diizleminin 1.bolgesindeyse y=-x
dogrusuna; 2.bdlgesindeyse y=x dogrusuna gore simetriginin koordinatlarina
karsilik gelen harf sifrelenmis halidir.

Sifrelenmis metnimize denk gelen harfleri yazarak asil metnimizi bulabiliriz.
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Bulgular: ELIFSU >>> E(S),L(B), i(S), F(B), S(S), U(B) siyah kare=S; beyaz kare=B
diyecek olursak:

E icin: g=3 p=17 n=51(p.q) t=32 (g-1).(p-1) e=3 (tile aralarinda asal bir
sayi secilir) e.d=1 (modt) formuliinden d=11 bulunur. Formilde yerine yazilr.

x¢ =? (mod n) yani 63 =? (mod51) 216=? (mod 51)
isleminden sonucumuz 12 ¢ikar. Bu da ‘i’ harfine denk gelir.
L icin: L’nin koordinati (-3,3) sifrelenmis hali (3,-3) yani U harfidir.
| igin: g=5 p=11 n=55 t=40 e=3 e.d=1 (modt) d=27
123 =? (mod 55) 17. Harfimizolan ‘S’ harfidir.
F icin: F’nin koordinati (3,4) sifrelenmis hali (-4,-3) yani C harfidir.
S icin: g=7 p=19 n=133(q.p) t=108 (g-1).(p-1) e=5 e.d=1 (modt) d=65
235 =? (mod n) 22. Harfimiz olan ‘H’ harfidir.
U icin: U'nun koordinati (3,1) sifrelenmis hali (-1,-3) yani K harfidir.
ACIK METNiMiz: ELIFSU
SIFRELI METNIMIZ:  i(51,11)US(55,27)CH(133,65)K

KRIPTOANALIZI: Elimize ulasan sifreli metnimizi yd = ? (mod n)

| icin:  1211= ? (mod 51) (E)
U i¢in:  (3,-3) = (-3,3) (L)
S igin: 2327 = ? (mod 55) (i)
C icin: (-4,-3) =(3,4) (F)
H igin: 1065= ? (mod 133) (S)
K icin:  (-1,-3) > (3,1) (V)

Sonug ve Sonuglarin Degerlendirilmesi: Sonug olarak bir gok metin bu yontemle givenli bir
sekilde sifrelenebilir. Bu sifreleme algoritmasini ¢6zmeyi bilmeyen bir kisinin bunu ¢ézmesi
cok zordur. Matematigin bircok konusunu barindirdigi icin matematikle ilgilenen kisilerin
keyif alacagini distiniilyorum. Benim keyif alarak hazirladigim bir proje. Giincel oldugu icin bu
algoritmayla benzerlik gosteren calismalar yapilabilir.

Anahtar Kelimeler: Sifreleme, RSA sifreleme yontemi, simetri, koordinat diizlemi
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Proje Ad1 : Kuvvet Hesaplarina Farkli Bir Yaklagim
Hazirlayan Ogrenci : K. K. Balci
Damsman Ogretmen: Ozlem Uysal Gokeii

Balikesir S. Prof. Dr. [Than Varank Bilsem

Problem:

Sayilar diinyasinda herhangi bir saymin kuvvetini alma problemi, say1 biiyiidiik¢e
zorlagsmaktadir. Insan beyni bir asamadan sonra hesaplama zorlugu cekmekte ve sayi
biiyiidiikce sonug¢ almak ¢ok zor hale gelebilmektedir. Hesap makineleri veya bilgisayarlar
kullanilarak iis alma islemi birkag¢ saniyede yapilabilmektedir fakat makinelerin bulunmadig:

durumlarda, bu islemlerin daha kolay ¢oziilebilmesi i¢in yeni bir yontem 6nermekteyim.

Amac:

Yapilan aragtirmalara gore, insanin hayatinda 6nemli rol oynayan, ortak sinavlarda en
fazla zaman kaybi matematik sorularmmin islem gerektiren kisimlarinda yasaniyor. Hangi
diizeyde olursa olsun kisiler i¢in bu tip sinavlar hayati 6nem tasiyor adeta geleceklerini
belirliyor. Dolayisiyla hizli islem yapabilmenin herhangi bir sinavda veya giinliik hayatta kisiye
avantaj sagladig1 yadsinamaz bir gercektir.

Projenin amaci sayilarin  herhangi dereceden kuvvetlerinin hesaplanmasini
kolaylastirmaktir. Gelistirilen yontem sayesinde kuvvet alma hesaplarinin daha hizli ve kolay
yapilabilmesi amaglanmustir.

Onerilen yontem, hesap kolayligmin yani sira herkes tarafindan kolaylikla kavranabilme
ozelligine sahiptir. Uygulanabilirligi sayesinde matematik diinyas: ig¢inde alternatif ¢oziim

yontemleri arasinda yer alabilecegi diistintilmektedir.

Yontem:

Modelin gelistirilmesinde oncelikle matematigin gizemli liggeni olarak bilinen Pascal
licgeni ve bu licgen kullanilarak yapilan islemler incelendi. Buradan yola ¢ikilarak ilk once
sayilar alt alta yazilarak ikinci kuvvetleri alind1 ve mevcut yontemle karsilastirildi. Bu yontemin
dogrulugu sinandiktan sonra basamak sayisi ikiden fazla olan sayilar i¢in denemeler yapildi.
Tiimevarim yontemiyle genel bir ifadeye ulasildi. Hesaplamalar i¢in Pascal liggeninde bulunan

katsayilar kullanilarak formiil tiiretildi.
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Bulgular:

Pascal iiggeni ve Binom agilimindan yararlanarak herhangi dereceden bir kuvvet
acgilimi

(a+b)" = (g) .a™.b® + (711) avtpl 4+ (Z) .a®.pm seklinde olusturulur.
(ab) iki basamakli, (abc) tic basamakli sayilar temsil etmek tizere :

(ab)? = a?,2.a.b, b*?

(ab)? = a3,3.a%.b,3.a.b? b3

(ab)* = a*,4.a3.b, 6.a%.b?, 4.a.b3, b*

(abc)? = (ab)?,2.(ab).c, c?

yazilir.

Sayilarin kuvvetlerini bulmak i¢in yukaridaki formiil uygulanir. En sagdaki basamaktan
baslayarak islemler yapilir ve bulunan sonuglar iki ve daha fazla basamakli ise birler basamagi
yazilir ve elde bir solundaki béliime eklenir.

Bu islemi sirasiyla sagdan sola dogru yaparak, en son tiim boliimlerdeki sayilarin yan
yana yazilmasi ile sonug elde edilmis olur.

Formiil benzer sekilde diger kuvvetler i¢in de gegerlidir.

Ornek:
107% = 10%, 2.10.7, 7> =100,140,49 = 100,144, 9 = 114,4,9 = 11449

Ornek:
133 =13,3.123,3.1.3%,33=1,9,27,27=1,9,29,7=1,11,9,7=2,1,9,7 = 2197

Degerlendirme/ Sonug:
Tiiretilen formiil ile basamak sayis1 ve kuvvet derecesi ne olursa olsun, istenilen saymnin

istenilen kuvveti alinabilmektedir.

Iki basamakl1 bir saymin herhangi bir kuvveti, n bir dogal say1 olmak {izere
(ab)™ = (g) .a™.bo, (n) a*v1pt (n) .a>2.p?, ..., (:ll) .a®.b™ seklinde genellenebilir.

1 2

Farkli basamaktaki sayilar da benzer sekilde genellenir.
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Onerilen yontem, hesap kolayliginin yam1 sira herkes tarafindan kolaylikla
kavranabilmektedir. Uygulanabilirligi sayesinde matematik diinyasi i¢inde alternatif ¢oziim
yontemleri arasinda yer alabilecegi diistiniilmektedir.

Sayilarin karelerini alma islemine alternatif yollar bulmaya yonelik ¢alismalar
yapilmissa da bu c¢alismada sadece kare alma islemi degil herhangi dereceden kuvvet alma
islemi i¢in de uygulanabilen bir yontem gelistirilmistir.

Ayrica bu yonteme matematik 6gretiminde alternatif kuvvet hesaplama yontemi olarak
yer verilebilir. Boylece insanlar bir matematik probleminde islem yapmaya ayirdiklari siireyi

problemi algilamak ve probleme ¢6ziim tiretmek i¢in kullanabilirler.

Anahtar Kelimeler:

Kuvvet alma, Pascal liggeni, Binom agilimi, alternatif yontem.
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